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1)Likevekt i grenseverdien for friksjon langs skraplanet (N1):
Foo=mg+ N + ﬁ = (mgsinf — f) - &+ (N —mgcos9) - y.

y: N=mgcost; x: fs=pusN=pusmgcos =mgsinf

= Omae = arctan .

2) Utgangshastigheten tilsvarer terminalhastighet, og er parallel med g, sa vi har 1D bevegelse og likevekt
(N1):
ma =0 = (fim —mg)J = fim = mg,

hvor ¢ er valgt positiv i retn. opp fra bakken. Arbeidet fra luftmotstanden blir dermed:

o 0
W:/h fzm'?)dyzmg/h dy = mg(0 — h) = —mgh.

3) Treghetsmomentet gitt ved

6
I= Zmlrf = 6mR>.
i=1

N2:
F_’;wt =md = ma,T = S + mg.
y: (N1)
Scos =mg= 5= g
cos
x: (N2)

ma, = Ssinf = mgtan6.



Vi har konstant akselerasjon a, = gtan @ som gir takeofthastighet ved tid t:

v(t) = v + a,t = gttanb.

5) Legper sentripetalakselerert gjennom svingen (N2):

’U2

P N4+d=mp
ma + mRr,

~

med 7 rettet radielt innover i svingen. Dekomponerer i sylinderkoordinater ||7 og ||Z2 = (7 X ¢), hvor ¢ er
vinkelposisjonen langs svingbanen:

[|2:
Nsinf —mg =0=> N, = Nsinf = mg.
|7
v2
ma, = mﬁ = Ncosf = N,.

Kraft fra is pa lgper blir dermed:

ﬁ / v
|F|=N=/N2+N2=m 92+ﬁ.

6) Betrakter de to massene og tauet som et system slik at snordragene er interne krefer, og ser forst pa hele
systemet. Velger x som koordinat langs underlaget (N2):

T

T =(m m my)agy => a0 = ————.
(ma +my +my)a ‘ mi1 +mo + My

Likevekt langs snora i ethvert punkt gir S1, = (my + me)a, og Sa, = maa,, sa horisontalkomponentene til
snordraget blir ulike ved de to innfestningspunktene. I tillegg vil tyngden av tauet gi en vertikalkomponent
til snordraget i innfestingspunktene, og siden tauet har jevn massefordeling, vil vertikalkomponentene veere
balanserte, dvs. Siy = Sa, = myg/2. Dermed:

S, y/(my+ma)2a2 +mPg2/4
S2 \/m%ax +m2g2/4

7) Finner forst akselerasjonen langs skraplanet. Legger x i denne retningen, og far:
y (N1):
N —mgcosf =0= N =mgcosf
x (N2):
ma, = mgsin® — f, = mgsinf — ugmgcos = a, = g(sin@ — py cos @)



Akselerasjonen er konstant, sa med x(t) som tilbakelagt distanse langs skraplanet far vi

2h
agsinf

2ha;
= vy (t) = azt =4/ g \/th(l — g cot 0)

8) N2 pa bil og slepemasse med Fp som ekstern kraft fra underlaget som akselerer systemet:

sinf = h/x(t) = 2(t) = h/sinh = a,t*/2 =t =

. .= e I . A Fr—um
mad = magt = Fr+ f+ Ny +mpg + Ns +msg = (Fr — )i = ay = i
my + Mg
Ser sa pa slepemassen alene, og finner slepekraften fra bilen, F:
Fr — ugm Fr 4+ pmpg
msa:c:Fs_ijs:ms$+ﬂgms:7Mmb
my + Mg 1+ ms
M;G

9) For en stasjonaer klode far vi gsiqr = slik at vi ved a ta hensyn til rotasjonen far g4, = Gstat—0> / RZ =

R
Gstat — W2 Ry = gstar — 4m?R;/T?. Dermed finnes
% _ 9dyn — Ystat _ _47T2RJ/T2 _ 47T2R3
g Jstat MG/R? MGT?

2
10) Kan bruke K3 som gir a® = (MSJF;?Z]“)GT ~ MSTGQT?, hvor a utgjor den store halvaksen i den elliptiske
kometbanen, der vi har antatt at kometmassen er liten nok til at vi kan neglisjere den, samt at sola ligger i et
av ellipsens brennpunkter. Maksimal og minimalavstanden til sola vil utgjgre de to punktene av ellipsebanen

som skjaerer hovedaksen, sa

o2 \M?
) — Tmin-

Tmin + Tmaz = 20 = Tmaz = 20 — Tipin = 2 ( 472

11) Vi far opplyst at det er vindstille, slik at luftmotstand kun avhenger av syklistens hastighet. Ned
bakken med konstant hastighet, som gir en samlet motstand (luft, rullefriksjon, mm) fi,; gitt ved Y F =
mgsing — fior = 0 = fior = mgsinf. Dersom syklisten sykler opp bakken med den samme hastigheten
under de samme forholdene (luftmotstand, rullefriksjon, mm), far vi:

Fsyklist —mg sinf — ftot = Fsyklist - ng sinf =0 = Fsyklist = ng sin 0.
Bade kraft og hastighet er konstant, sa effektbruken opp bakken blir ogsa konstant og

P = Fyyp1istv = 2mgusin 6.



12) Energibevaring;:

Eior = Ui = mgL = Ky + Uy = 1/2mv} + 2mg(L — h) = v* = 2gL — 4gL + 4gh = v = /2g(2h — L).

13) Ser at den uthulede skiva er symmetrisk om linja y = 0, sa Yoy = 0. Lar Xojy veere x-koordinatet til
massesenter i den uthulede skiva, og tilsvarende xcpr = [ veere massesenterkoordinat til den lille skiva (som
er fjernet). Dersom vi fyller igjen hullet ved & legge til den lille skiva, skal

MXoy +ml B MXon + ml o

0 (1),
M+m Mtat ()

siden massesenteret for den fullstendige skiva ville ligget i origo. Massen vi har fjernet er
2 1 2 1
m=mnR0c = 1(71'2R Jo = Z(M +m) = Mo /4,

slik at M = Moy — My /4 = 3Myor /4. Fra lign. (1) finner vi

Mior(3/4X s +1/4)

Mtot oM /

14) Maksimal fjeerkompresjon om stgtet betraktes som fullstendig uelastisk, der potensiell energi lagret i
fjeera tilsvarer tapt kinetisk energi i kollisjonen.

Impulsbevaring;:
=(m1+ma)v=v= o
mivy = -7
101 1 2 e
Energibevaring via fjeera:
1 2 1 2 1, 9 2 2 miv 2 mi
= == —kx® = kx* = — — = 1-—
5MVT 2(m1 + mo)v + 5k x* = myv] — (M1 —ma) (1 & )2 miv( — mz)
mime
>r=v,/——.
! k(m1 + mg)

15)Etter at fjeera har nadd maksimal kompresjon, strekkes den ut igjen, slik at lagret potensiell energi i
fjeera tilbakefgres til kinetisk energi for massene. Vi har dermed et elastisk stgt med:

Impulsbevaring:
mivy = mivy + mavh = mavh = ma(vi —vy) (1).

Energibevaring:

mlv% = mlv? + mgvé2 = mgvé2 = ml(vf - v'f) =ma(v1 — v}) (v +v7) (2).



Deler (2):(1) som gir

og bruker dette resultatet for v} i (1):

Innsatt for v} i (3) fas tilslutt:
’ 2m1
Uy = ———— 1.
m1 + ms

16) Dersom méanen vender samme side mot planeten under hele banerotasjonen, ma spinn og banedreieimpuls
ha samme periodisitet og dermed samme vinkelfrekvens, dvs.
Ly I, 2Myr2 272

Wg =Wp => — = — = = .
y L, I My} 5r7

17) Ser pa rakett og eksos som et system med gravitasjon som ekstern kraft, og ser bort fra gravitasjonseffekt
pa raketteksosen. Dersom det gnskes en akselerasjon a = cg ved takeoff fra bakken faar vi (N2):

. L . dm dm (c+1)mg
mMa = Mg + Upel—— = MCG + MG = Upe]—— = Upe] — ————.

dt dt

dm
dt

18) Energibevaring;:

1 1
Eiot =U; =mgL/2 =K; = 1/2[ew2 = gml2w2 = gmv2 = v = +/3gl.

19) Ser pa de to massene og trinsa som et system. Dreieimpulsen for systemet blir
L = (m1 +me)vRy + v/ Ry = v(my + ma + my/2) Ry,

og dreiemomentet pa systemet fra ytre krefter (gravitasjon + friksjon) blir

dL dv
T =migRo — frRo = migRy — puxmagRo = i (m1 +mao + mt/Q)ROE = (m1 + ma2 + m¢/2)Roa
mi — HEm2

= a = .
gm1—|—m2+mt/2

20) Fullstendig uelastisk (rotasjons)stet, dvs. dreieimpulsbevaring

iji - mkkaJ sin 6
I;+ mkR3

L; = Ijw; — mpupRysinf = (IJ —i—mkR%)wf = Lf = Wy =



Endringen i w forarsaker endring i jorddggnet,
11 ;— ; (1 2
ATy =21 ——— | =2nm Wi T =Ty &—1 =Ty wz(J_kaRJ.) —1].
wr o w; wiws wy Ijw; — mpvRysin @

21) Skyvekrafta ma vaere lik friksjonen eller stgrre for at lampa skal kunne bevege seg, sa minimal skyvekraft
blir Fs = umg. For at lampa ikke skal velte ma vi ha likevekt mhp dreiemoment rundt enden av lampefoten.
Vi far (N1- rot)

T=hFs—dmg/2=0= humg— (d/2)mg=0= h = 2i
1

22) Ytre dreiemoment pa systemet

2 9 mgR? 1
T =mgR = Isas = (2MR*/5+ mR*)as = as = asR = %MR2+mR2 :gl—i—%—%'

23) Snordraget pa m (N2)

1
mas:mg—S:S:m(g—as):mg(l—HQM).
Bm

24) Velger nullniva for potensiell energi i utgangsposisjonen (pos 1). Energibevaring og ren rulling gir

Uy + K1 =0= Ko+ Uy = mvi/2+ Iw?/2 — mg(Ry — r) = 1/2mu3 + 1/5mv3 = (7/10)mvi = mg(Ro — r)

1 _
oym B0

25) Hoyden i posisjon 3 er hg = —(Ry — ) cos(0 — 7/2) = —(Rg — r) sin 6, sa

, \/ —10Us \/ 10g(Ro — 1) sin
3 = = .

™™m 7

26) Velger kartesisk origo i CM pos nr. 2. For CM pos. nr. 3 far vi 3 = (Rg—7r) cos(m—0) = —(Ro—1) cos 0,
y3 = (Rop —r)(1 —sin(m — 0) = (Rg — r)(1 — sinf), vz, = vgcos(f — 7/2) = v3sinb, vz, = v3sin(d — 7/2) =

—v3cosf. Kula forlater banen med starthastighet v3 = v3,& + v3,9, faller mot bakken med konstant
akselerasjon @ = —gyj, og treffer bakken i posisjon nr. 4 etter tiden ¢, slik at
t2 t2
Y4 = Y3 + vgyl — % :yg—vgcosﬁ—% =0 (1)

og for x-koordinatet
d— x3 Ax
ra=d=1x3+ vt =t = - = —.
v3sinf  wvzsind




Substituerer for ¢ i lign. (1)

9 2
—5——5 Az +cotAxr —y3 =0
202 sin” 0 vs
_ 2 29y3
cott £ \/COt o+ visin?0  —p2 cossin 0 29ys3
= Az = g = 1+ 14 —25 )
g/v3sin® 0 g v3 cos? 6§

Her blir det positivt fortegn som gir relevant lgsning. Tilslutt finnes avstanden d ved

=d= Az + z3.

27) Bruker energibevaring: AK + AU = 0 = Ky — K; + Uy — U;, og med startbetingelsen K; = 0, fas
Ky =1/2Lw?* 4+ 1/2myguv? = 1/4MR*w? + 1/2myq, R*w? = —AU = U; — Uy.

= w= Ui — Uy
\ R2(1/4My 4 1/2myaq)

Velger referanse for potensiell energi der taustumpene pa hgyre og venstre side er i balanse, dvs. U,.y = 0
nar Ly, = Ly, = (Lgy — 0.6 m)/2 = Ly = 3.7 m. Vi har altsa:
Lp+L,=L=2Ly=74m.
For start og slutttilstand (j = 7, f) ma
AL; + L L—-AL;

Lh—Lv:AL]’iLh: 5

Ly=Ly—AL; =

Ved a gjore tyngdepunktsbetraktninger for taustumpene finner vi yoarrer = Lo/2 = 1.65 m, og for alle
tilfeller j = h,vik = 4, f blir yom jr = Lji/2. De ulike potensielle energiene blir: Ujp = (Yomrer —
Yom,je)mikg = AyomrljrAg. For venstre side (j = v) finner vi: Aycamk = Yomrer — YoMk =
L/4 — ka/Q = (Lhk — ka)/4 = ALk/4, og for h@yre side fas AyCM?hk = —ALk/4.

Dermed blir de potensielle energiene:
U; = (AL;/4)(Liy — Lin)A\g = —AgALZ /4

og
Up = (ALy/4)(—ALsAg) = —AgAL%/4

U; — Uy Ag(AL} — AL?)
YTV RA/AM, +1/2muan)  \ R2(M; + 2mian)

Dermed:

28) Har w = cwp = \Jwg — 72 = v =woV1 — ¢ og T' = 27 /w = 27/ (cwyp). Dette gir
A(T) = Agexp(—T) = Apexp(—27V1 —c%/c) = AT =exp(—2my/1/c? — 1)
0 0 Ay \/ :

7



29) For energien finner vi

2
E(T) = 1/2kA*(T) = Eg) = AA(%T) = exp(—4my/1/c2 = 1).

30) Likevekt:
Mg

T:MgL/Q—kmgL:Oéxozﬁ.

31) La x = xg + L. N2-rot gir

2 2
T =MgL/2 — kaL = MgL/2 — kxoL — kL*0 = —kL*0 = Ia = fMLQZ—tg % + —ke

dvs. EHO med wy = /3k/M = T = 27 /wy = 2/ 3%,

32) Ma bestemme eksplisitt form pa svingningene for & kunne regne riktig utslag xz(t). Velger std. lgsn. pa
form x(t) = xgcos(wot + ¢), og bruker startbetingelsene x(t = tg) = 0 = cos(woto + ¢) = 0 = wotp + ¢ =
+7/2 = ¢ = £7/2 — wotp og v(t = to) = —zowosin(woto + @) = Vmaz > 0 = wotp + ¢ = —pi/2.
Kombinerer de to betingelsene og finner ¢ = —7/2 — wotp. Setter inn for ¢ i std. lgsn. og far z(t) =
xo cos(wot — woto — m/2) = xosin(wo(t — to)). Deretter er det bare a sette inn for ¢ og to fra oppgaveteksten
og regne ut utslaget.

33) Velger et vilkarlig masselement dm langs fjeera i posisjon z/. Dersom fjeera har jevn massefordel-
ing, og deformasjonen fordeles uniformt over hele fjeera, ma det for ethvert masselement veere slik at
/L =v"/v=1v" =wvz'/L, der L er utslaget til hele fjaera/oscillatoren, og v er oscillatorens hastighet.

Kinetisk energi for dm blir

2 2
[ 2 [ oM
dKf = *dm ﬁxl )\dflf = ﬁxl *dfl}'

Finner bidraget for hele fjeera ved integrasjon

2 L 1 2
:>Kf:/ drcy = "0 / e’ = T
fjaer 0

203 2 3

Dermed Kot = Ky + Ky = %(M + %)02. Energibevaring gir

1 m k
E = Umax = k’.’L‘max = Kmam = §(M + ?f)ngmw = wo = m
Og
T 2w Tf+M mg
Cw Tv 3M



34) Egenfrekvens wy = 27 fy gir (formelsamling)

= FO/m = 1 m=c m = CW
R e R

Dermed blir
CUO 2

35) Systemet er isolert og konservativt, sa eksakt maksimalhastighet bestemmes fra energibevaring

1
Umaz = Mgh = mgL(1 — cosby) = Kpar = imvzks = Veks = \/29L(1 —cosfy),

og for H.O har vi maks hasighet
do
Vh.o. = L— = —LOywo sin wpt = —Leom = —09\/gL.

dt
Dermed far vi
Uh.o — Veks 90\/ gL — \/29[’(1 — COS 90) _ to 1
Veks V2gL(1 — cosbp)  V2(1—cosby)

36) Konservativ kraft, sa akselerasjonen skjer med energibevaring som foring

K=-AU = (y - 1)mc® = ((1 e 1) mec?

A -2
= (1—0v?/A) V2 =1 micUQ =1-202/f = (1— ig)
1/2
sv=c|l- 1 3
1— AU)
( mc?

37)
1 2
px:’YmUxiuxZ&;—%(l u2/c2)1/2:> izipg(l—ui/CQ)
2 2
2 p P P, 1
:>ux< +m2x02>:mx2:>uw—£ Y

(12

mec




og far deretter
m

Pz = YMUg = = Ug-
V1—ua2/c?

39)Den kinetiske energien for restpartiklen blir
Ky = Ey — mac® = By — E5 — mac® = mic® — pge — mac? = (mq — mg)c2 —psc, (1)

, hvor impulsen og energien til fotonet er ukjent. Bruker energibevaring:
E; = mic® = \/p3c® + m3ct + psc = Ef (2),

P1 =0 =p> + p3 = P2 = —p3 = |po| = [P3| = p.

og impulsbevaring:

Setter inn for impulsene i lign (2) og finner

mic® = (P2 + m3c)Y? + pe = (mic? — pe)? = mict — 2mipe® + p>c® = p P + mact
= 2mypc® = (m? — m3)c?
2 2) .2
miy —ms)cC
= pe="1 5)
2mq

Substituerer for psc = pc i lign. (1), og far:

KQ = (m1 — mg)c —

40) Angriper problemet differensielt, og deler opp stanga i masseelementer dm som utsettes for en differensiell
gravitasjonskraft fra sfeeren M. Siden staven ligger utenfor sfzeren, vil vi kunne betrakte problemet som om
vi har punktmasse M i origo, og evt. bidrag langs y og Z kansellerer pga symmetri, slik at

_GMdm

2

dF =

Staven er oppgitt a veere unifrom, dvs. A = m/L, slik at dm = Adx. Dermed:

x=L/3 v L

—L/3 2 v L

L. e=L+L/3 GM M e=L+L/3 M L+L/3-1L M
/dF:F:—:i‘/ G )\d G m[_ _1] +L/ G m( +L/3 /3>£:_9G m

L/3(L+ L/3) AL2

10
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