NORSK TEKST Side 1 av 4

NORGES TEKNISK-NATURVITENSKAPELIGE UNIVERSITET
Institutt for fysikk

Faglig kontakt under eksamen: Ingjald Overbg, tif 7359 18 67

EKSAMEN I
FY2045 KVANTEFYSIKK

Fredag 27. mai 2005
kl. 09.00 - 13.00

Tillatte hjelpemidler: Godkjent kalkulator
Rottmann: Matematisk formelsamling
ODgrim & Lian: Stgrrelser og enheter i fysikk og teknikk, eller
Lian og Angell: Fysiske stgrrelser og enheter

Et ark med uttrykk og formler er vedlagt.
Sensuren faller 4. januar 2005.

Oppgave 1

V&) 4

AN

o~

0 a - X

En partikkel med masse m befinner seg i et éndimensjonalt potensial

Vo for —oco<z<0, (Vo > 0)
V(z)=<¢ 0 for 0<z<a, (a>0)
4V, for a <z <o0.

a. For visse verdier av “brgnn-vidden” a har dette systemet en energiegenfunksjon ¢ g ()
som for z <0 har formen vYg(zr) = C = konstant. Anta at a har én av disse verdi-
ene, og vis ved hjelp av den tidsuavhengige Schrodingerligningen at energiegenverdien for
tilstanden ¢ g(z) er E =V, Angi hvordan denne energiegenfunksjonen vil krumme i
forhold til z-aksen i omradene 0 <z <a og a <z < oo. Den generelle lgsningen av
den tidsuavhengige Schrodingerligningen for omradet —oo < x <0, (hvor EF = V) er
egentlig Bz + C. Hvorfor ma vi ha B =0 for energiegenfunksjonen ¢ g(z)?
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b. Vis at energiegenfunksjonen ¢g(x) ma ha formen Ccoskz for omradet 0 < z < a.
Her skal k£ uttrykkes ved de oppgitte storrelsene. Vis at ¢g(x) samtidig ma ha formen
De ™™ for a < x < oo, og bestem k uttrykt ved de oppgitte stgrrelsene. Alt dette er
som nevnt i pkt. a bare mulig for visse verdier av a. Vis at disse a-verdiene ma oppfylle

betingelsen
tan ka = V/3.

c. Bestem den minste a-verdien, a;, som oppfyller betingelsen tanka = /3, og skissér
kvalitativt ¢p(z) for dette tilfellet. Argumentér for at denne energiegenfunksjonen ¢ g(x)
beskriver en ubundet tilstand. Argumentér ogsa for at ¢¥g(z) er grunntilstanden for
potensialet V' (z) nar a er lik a;.

d. Antasa at a er 10 ganger sa stor som den minste a-verdien som oppfyller betingelsen
tanka = /3 (dvs a = 10a;). Hvor mange bundne energiegentilstander har en da for
potensialet V' (z)? Begrunn svaret. Lag en prinsippskisse av grunntilstanden for dette
tilfellet, og gjor et veldig grovt overslag over energien til denne tilstanden.

e. Forhverenergi F i intervallet V < E < 4V; finnes det én energiegenfunksjon ¢ g ()
for potensialet V' (z). Finn formen pa denne funksjonen for x > a, og argumentér for at
sannsynlighetsstrgmtettheten for denne tilstanden er lik null, for alle x. Anta at partikler
(med masse m og en energi F i intervallet Vj < E < 41}) sendes inn mot dette potensialet
(fra venstre). Hva er sannsynligheten for refleksjon, nar vi ser bort fra muligheten for at
brgnnen kan “fange inn” slike partikler?

Oppgave 2

X

Som en modell for rotasjonsbevegelsen til et to-atomig molekyl betraktes her en fri ro-
tator, hvor en partikkel med masse m og ladning e beveger seg fritt pa en kuleflate med
en radius som vi for enkelhets skyld setter lik Bohr-radien aj.

a. Forklar hvorfor vi kan bruke de sfeeriske harmoniske som energiegenfunksjoner for
rotatoren, angi energinivaene, og angi ogsa degenerasjonsgraden for disse nivaene.
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b. Anta at et ensemble av slike rotatorer er preparert i tilstanden

/5
Y; = Yo = 167(300828—1).

Hva er pariteten til denne (begynnelses-)tilstanden Y;?

I dipoltilnsermelsen er overgangssannsynligheten pr tidsenhet for spontan de-eksitasjon
(under emisjon av et foton) fra en begynnelsestilstand Y;(6,¢) til en slutt-tilstand
Y;(0, ¢) gitt som

hvor w = (E; — Ef)/h og

27 1
dsi = (Y, rY;) 5/0 d(b/_ld(cose)Yf*rY;.

Forklar hvorfor overgangen fra Y; =Y til slutt-tilstanden Y; =Yy, er “forbudt” i
dipoltilnsermelsen.

c. Beregn matrise-elementet dy; for overgangen fra Yj til tilstanden Y;o. Ved tilsvarende
beregninger kan det vises at matrise-elementene dy; for overgang fra Yy til tilstandene

/3 /3
Y, = Esin@cosqﬁ 0g Y,, = Esin@simﬁ

er hhvis —ape,/v15 og —ape,/v/15. Hva blir da matrise-elementene (Y7 41,1 Ys) for
overgang fra Ya, til tilstandene Y3, og Y; 17 [Hint: Y) 41 er lineszerkombinasjoner av Y,

d. Vis at sannsynligheten pr tidsenhet, w;, for spontan de-eksitasjon (via fotonemisjon)
av rotatoren i tilstanden Y; = Y5 kan skrives pa formen

2
w; = tallfaktor - o - w - <wa0) ,
c
og finn tallfaktoren. Sterrelsen wag/c = kag = 2mag/\ er egentlig “litenhetsparame-
teren” som avgjor i hvilken grad dipoltilnaermelsen er gyldig. Uttrykk wag/c ved forholdet
me/m, der m, er elektronmassen. Anta at m = 1000m, og finn tallverdier for wag/c,
fotonenergien hw og overgangssannsynligheten pr tidsenhet, w;.
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Oppgave 3

Anta at en maling av E, |L|, L, og S, etterlater et hydrogenatom i tilstanden

¢2T11 = Roi(r) Y (0, 9) 1),

der |T) er en egentilstand til spinnoperatoren S, med egenverdien %h

a. Vis at tilstanden @ZJJH ogsa er en egentilstand til z-komponenten J,=L.,+8, av
operatoren (J L+ S) for den totale dreieimpulsen til elektronet, med egenverdien 3 3 h.

b. Bruk relasjonene
j2:jz2+hjz+jfj+, fq,}/ll:(), S+|T>:O

til & vise at tilstanden wQTH ogsa er en egentilstan;i til operatoren J2 med egenverdi hQ%(% +

1), dvs en tilstand av typen Ry (r)[j = 2,m = 3).

c. Ved hjelp av den generelle stigeoperator-relasjonen

J_|g.m) = /(G +m)(G +1—m)|jm—1)

kan en vise at

Sm=1)= <\/%Y10 IT) +/1/3Y1 |l>)

er en egentilstand til J2 og J, med egenverdier hQ%(% +1) og %h Anta at H-atomet er
preparert i tilstanden

U= Rar(r) (Y2/3Yi0|1) + /1/3Yu 1)

ih) i

ved en maling av F, |J| og J.. Hva er sannsynligheten for a male spinn opp (S. = 3

denne tilstanden, og hva blir atomets tilstand etter en maling med dette resultatet?



Vedlegg: Formler og uttrykk

Noe av dette kan du fa bruk for.
Sannsynlighets-strgmtetthet

j(r,t) = Re \II*(r,t)iV\P(r, t)] ,

mn

ap

5 +V.j=0.

Laplace-operatoren og dreieimpulsoperatorer i kulekoordinater

V2 + - = L* = — 4 cotf — +

P20 B (P01
Cor2 o or h%? 062 00  sin%6 0¢? )’

. h 0 0 A h 0 0 A h 0

L,=—|—sin¢g — — — L,=— — — in¢g— L,=—-—

2= ( sm<bae cot6c08¢a¢>, v = <COS¢89 cot@smcﬁ&b), * = 90
B200=0 (=ay2),  [faby] = inls, ete.

Sfaeriske harmoniske

L2 R+ 1 s

1 3 3 ,
3/()0:\/77 Yw:\/*COS@, Y1i1=$\/*8m9€il¢-
A7 47 ’ 8

Utvikling i ortonormert egenfunksjonssett

¢=ch¢n7 <wka¢n>: nk; Cn:<¢m¢>'

Noen fysiske konstanter

4W60ﬁ2 —10 62 1 h2
— . = ~ 0.529x10 ; ) Y 2
Mmec 0 0= T e M T dreohe T 137.036° 2m.ag

~ 13.6 eV,

Q

c=2998 x 10°m/s;  h=0.6582 x 107 %Vs;  m, = 0.5110 MeV/c*.



