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Oppgave 1

Vi)

En partikkel med masse m befinner seg i et éndimensjonalt bokspotensial med et delta-
funksjonsbidrag i midten,

Vi) = ad(x —a) for 0<zx<2aq,
] for x <0 ogfor x> 2a.

Ved a integrere den tidsuavhengige Schrodingerligningen kan en vise at energiegenfunksjoner
for dette potensialet ma oppfylle diskontinuitetsbetingelsen

2ma
Y(ay) —¢'(a-) = R ¥(a);
egenfunksjonen ma altsa ha et sprang i den deriverte som er proporsjonalt med “styrken” o
til deltafunksjonen og med bglgefunksjonsverdien i punktet z = a. Oppgaven gar i hoved-
sak ut pa a studere hvordan energien F; og bglgefunksjonen ;(x) for grunntilstanden

oppforer seg for varierende verdier av «, bade positive og negative.
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a. For spesialtilfellet o =0 kan de normerte energiegenfunksjonene skrives pa formen

1
PO (x) = | = sin k.
a

elFinn bglgetallene k; og ko og energiene E&O) og Eéo) for henholdsvis grunntilstanden
og 1. eksiterte tilstand, og skissér energiegenfunksjonene 1/19)) () og wéo)(x). eForklar
hvorfor resultatene for 1. eksiterte tilstand ogsa er gyldige for «v forskjellig fra null. [Hint:
Kontrollér at ¢ (x) oppfyller diskontinuitetsbetingelsen nevnt ovenfor.|

b. I resten av oppgaven setter vi a = 3h*/(ma). Vi skal undersgke hvordan grunntil-
standsenergien F; varierer som funksjon av den dimensjonslgse parameteren 3. eBetrakt
deltafunksjonsbidraget til potensialet som en perturbasjon av bokspotensialet, og finn kor-
reksjonen E§1) til energien Efg) ved hjelp av 1.-ordens tidsuavhengig perturbasjonsteori.
(Se formelarket.)

Resultatet By ~ E\” + BV vil veere ganske ngyaktig for sma Bl (f.eks || ~ 0.1 —
0.2), dvs (i) for en svakt tiltrekkende d-brgnn eller (ii) for en svakt frastgtende d-barriere.
eBruk dette resultatet til a lage kvalitative skisser (prinsippskisser) av ¢;(z) for disse to
tilfellene, og kontrollér at disse harmonerer med den oppgitte diskontinuitetsbetingelsen.
[Hint: For 0 < x < a vil ¢ fortsatt ga som sin kyx, der k; er det korrigerte bolgetallet.]

Nar 3 vokser mot store positive verdier (>> 1), vil ogsa energikorreksjonen Efl)

beregnet ovenfor vokse, og formelen F; ~ Efo) + Eil) blir ubrukelig. Energien F; vil
nemlig alltid holde seg under en viss skranke, uansett hvor stor 3 vi velger. eAngi denne
gvre skranken for F; og den tilsvarende skranken for k.

c. For en viss verdi () av § blir grunntilstandsenergien £ lik null. eForklar hvorfor
grunntilstanden da ma ha formen

B (x/a)yr(a) for 0<zx<a,
(@) = { (2—xz/a)P1(a) for a<uz<2a.

ekinn (.

d. For —oo< < fy vil grunntilstandsenergien E; veere negativ. eVis at den er
bestemt av betingelsen

2 92
tanh ka = —K; <E1 = _hQT/:L ) )

[Hint: Vis ferst at lgsningen av den tidsuavhengige Schrodingerligningen for 0 <z < a
ma ha formen 1 = Asinh kx.] eVis at den tilsvarende betingelsen for [y < 3 < oo er

k h2 k2
tan kja = _na (El = 1) )

16} 2m
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e. eolag en rask skisse av tankja for 0 < kja <7 , og forklar med utgangspunkt i
betingelsen tankja = —kja/f hva som skjer med kja og F1 nar [ — oo.

A

4
1

sk %0

0.54

Y

Diagrammet viser tanh ka som funksjon av xa. eFinn et tilnsermet resultat for x og
dermed for E; for tilfellet —5 >> 1.

Oppgave 2

Figuren viser en sylinderformet boks (V' = 0 inne i boksen, V' = oo utenfor). Sylinderen
har radius a. Bunnen er fast, mens hgyden L kan reguleres ved hjelp av et stempel som
kan beveges friksjonsfritt. For en partikkel med masse p er energiegenfunksjonene (uttrykt
i sylinderkoordinater)

w%’;‘j(r, ¢,2) o J|m|(H,(Jm|)T/a)eim¢ sin(n,mz/L).

Disse er simultane egenfunksjoner til operatorene H, H®) = —(h%/2u)0%/022 og L. =
(h/i1)0/0¢, med energiegenverdiene
2
pmh _ I

= M [(Hgm')/a)2 + (WRZ/L)Q} :

nn,

Her er II(™) nullpunkter i Besselfunksjonene Jim|- Nullpunktene med de laveste verdiene
er oppgitt pa formelarket.

a. Anta fgrst at denne boksen inneholder én partikkel med masse u, som hele tiden er
i (den L-avhengige) grunntilstanden (ogsa om L endres). eHvor mye arbeid koster det a
bevege stempelet slik at hgyden reduseres fra L til L/27 eHva er kraften fra partikkelen
pa stempelet nar hgyden er L?
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b. Anta na at boksen inneholder 8 ikke-vekselvirkende, identiske spinn—%—fermioner med
masse [, og at dette mangepartikkelsystemet befinner seg i grunntilstanden, dvs at sys-
temet har sa lav total energi som mulig. eHva er den totale kraften fra partiklene pa
stempelet nar hgyden L er lik diameteren, L = 2a?

c. Anta at selve sylinderen er veldig lang, og anta at vi lar stempelet bevege seg fra
L =2a til L =10, mens partikkelsystemet hele tiden befinner seg i (den L-avhengige)
grunntilstanden for dette 8-partikkel-systemet. eForklar hvordan du vil ga fram for a finne
det totale arbeidet som de 8 partiklene utfgrer pa stempelet under denne prosessen, og
beregn dette arbeidet.

Oppgave 3

I denne oppgaven ser vi pa en partikkel med spinn 1. Dette spinnet representeres av

2

operatoren S = %ha.

a. La n veere en enhetsvektor med retningsvinkler (polarvinkler) 6 og ¢:
n = xsinfcos ¢ + ysinfsin ¢ + zcos 6.

oVis at n-o kan skrives pa matriseformen

ho — cosf sinfe
“\ sinfe®  —cosf |-

L CoS %9
e %8 et

er en egenspinor til n-S med egenverdi %h Hint: Bruk de trigonometriske formlene

oVis videre at

cosacosb + sinasinb = cos(a — b)

0g
sinacosb — cosasinb = sin(a — b).

b. Antaat en maling av n-S gir %h elinn sannsynligheten for at en maling (umiddelbart
etterpa) av S, gir %h. Vis at denne sannsynligheten kan skrives pa formen %(1 + x-n).

c. eoFinn (sa lettvint som du kan) en egenspinor til n-S med egenverdi —%h.



Vedlegg: Formler og uttrykk

Noe av dette kan du fa bruk for.

Fagrsteordens tidsuavhengig perturbasjonsteori

Med Hyp® = E@y© g H = Hy+V er l.-ordens korreksjon til det uperturberte
og ikke-degenererte energinivaet E®) gitt ved forventningsverdien av perturbasjonen V,
beregnet ved hjelp av den uperturberte egenfunksjonen:

n n

E,=EQ +EO ..., B / OV dr.

Tidsutvikling av forventningsverdier

Noen formler

sina = (e — e /2i , cosa = (e + ") /2;
1
tany = =tan(y +nm), n=0,%+1,---;
coty
sinhy = (e¥ —e7Y); coshy = (e¥ 4+ e7Y); tanhy = L _ sinhy,
2 ’ 2 ’ cothy  coshy’
9 . 12 d . d .
cosh”y — sinh”y = 1; — sinh y = cosh y; — coshy = sinh y;
dy dy
sinhy =y + O(y?).
Nullpunkter i Bessel-funksjonen
De laveste nullpunktsverdiene er
Jo J1 Jo J3

n” =24048 1Y =3.8317 1 =5.1356 1 = 6.3802
¥ =55201 1Y =7.0156 1P =8.4172 1Y = 9.7610
n =g8.6537 II{Y =10.1735 I =11.6198 M = 13.0152



)-funksjonen og sprangfunksjonen

Lo =i [ f@)e - a)dr = f(a)

dx —00

Noen fysiske konstanter

dmegh®> 1 R _10 e? 1
= == 0529 x 107 Om: _ _ .
=" T o mac M = e 137.036°

c=2.998 x 10°m/s; h = 0.6582 x 10~ ¥eVs; me = 0.5110 MeV /c’.
h?
—— ~13.6 eV.

2meag

Spinn 1
For en partikkel med spinn % kan en bruke spinnoperatoren

1 17 (A A A
S = Sho = ;h(é,0, +é,0, +&.0.),

(01 (0 =i (1 0
“=\10) %= \i o) 727 \0 -1

er de sakalte Pauli-matrisene. Pauli-spinorene x . = < (1) ) og X_ = ( (1) ) er da

der

a
b

egentilstander til S, = %haz med egenverdiene :t%h. En normert spinntilstand x =

kan karakteriseres ved spinnretningen,
(o) =xlox = &, Re(2a™b) + &, Im(2a*b) + &, (|a]* — [b]?).
Matrisene S, = %ham osv oppfyller dreieimpulsalgebraen,
[Sz, Sy] = 1S, [Sy, S.] = ihS,, 1S,, Sz] = thS,,.

Videre er

210 32 (1 0
2 2 2 2 _ 77
SI—Sy—SZ—4<0 1) og S T \o 1)
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ENGLISH TEXT

Question 1

Vi)

oo

V:o(J(x—a) / V=00

-

S NNNNNN

2a " X

A particle with mass m is moving in a one-dimensional box potential with an additional
d-function contribution at the middle,

| ad(zr—a) for 0<z<2a
V(x)_{oo for £ <0 and for z > 2a.

By integrating the time-independent Schrédinger equation one can show that energy eigen-
functions for this potential must satisfy the discontinuity condition

2mao

— ¥(a);

v(ay) - va) ==
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thus the derivative makes a jump which is proportional with the “strength” « of the delta
function and with the value of the wave function at the point £ = a. In this Problem, we
mainly study how the energy E; and the wave function 1 (z) of the ground state behave
for varying values of «, both positive and negative.

a. For the special case a =0 the normalised energy eigenfunctions can be written as

1
YO (x) = | = sin k.
a

elind the wave numbers k; and ks and the energies E1 and E2 of the ground state and
the first excited state, respectively, and make a sketch of the energy eigenfunctions %0) (x)
and wéo)(x). elixplain why the results for the first excited state are valid also for values

of a different from zero. [Hint: Check that s (x) satisfies the discontinuity condition
mentioned above.]

b. In the remaining part of this Problem, we set « = $h*/(ma). We want to examine
how the ground-state energy F; varies as a function of the dimensionless parameter (5.
eConsider the d-function contr1but1on to the potential as a perturbation of the box po-
tential, and find the correction E ) to the energy F, 0 using first-order time-independent
perturbation theory. (See the formula sheet.)

The result E; ~ E\” + E\Y will be quite accurate for small |8| (say for |3 ~ 0.1 —
0.2), that is, (i) with a weakly attractive d-function well, or (ii) with a weakly repulsive
d-function barrier. eUse this result to make qualitative sketches of ¢ (x) for these two
cases, and check that these are in qualitative agreement with the discontinuity condition
given above. [Hint: For 0 < x < a, the funcion ¢; will still bahave as sin kyz, where k;
is the corrected wave number.]

When f increases towards large positive values (>> 1), the energy correction Efl)

calculated above will also grow, and the formula F; ~ E’%O) + Efl) is no longer useful.
Thus, F; will in fact always be smaller than a certain upper limit, no matter how large we
choose 3 to be. eState the value of this upper limit for £; and the corresponding upper

limit for k.

c. For a certain value () of § the ground-state energy F; equals zero. eExplain why
the ground state must then have the form

_ (z/a)r(a)  for O0<z<a,
vile) = { (2—z/a)(a) for a<z<2a.

ek'ind ﬂo .

d. For —oo <3< fy, the ground-state energy F; is negative. eShow that it is deter-

mined by the condition
n2k?
tanhfm—ﬁ; (El—— 2;)

[Hint: Start by showing that the solution of the time-independent Schrédinger equation
for 0 <z < a must have the form ¢ = Asinhkz.]




Page 3 of 8
eShow that the corresponding condition for [y < f < oo is

kia h2 k2
tan kja = —% (El = 2m1> .

e. eoMake a rough sketch of tan kja for 0 < kja < 7 , and explain what happens with
kia and E; when (3 — oo, based on the the condition tankja = —kja/f.

A

sk X,

0.5

The diagram shows tanh ka as a function of ka. eFinad an approximate result for x and
hence for E; for the case —(3 >> 1.

Question 2

The figure shows a cylindrical box (V' = 0 inside the box, V' = oo outside). The radius
of the cylinder is a. The bottom is fixed, while the height L may be varied using a
piston, which may be moved without friction. For a particle with mass p the energy
eigenfunctions (expressed in terms of cylinder coordinates) are

W (¢, 2) o< T (TIT™7 /a)e™ sin(n,7z/L).
These are simultaneous eigenfunctions of the operators H, H® = —(h?/24)0% /02 and
= (h/1)0/0¢, with the energy eigenvalues

EMm — h—z [(Hﬁ;”)/a)? + (ﬂnz/L)Z] :

nng 2#
Here T1(™) are the zeros of the Bessel functions .J,,. The zeros with the lowest values are
given on the formula sheet.

a. Suppose to start with that this box contains one particle with mass u, which is in
the (L-dependent) ground state all the time (also if L is changed). eHow much work does
it cost to move the piston such that the height is reduced from L to L/2? eWhat is the
force from the particle on the piston when the height is L?
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b. Then suppose then that the box contains 8 non-interacting, identical spin—% fermions
with mass u, and suppose that this many-particle system is in the ground state, meaning
that the total energy of the system is as low as possible. eWhat is the total force from
the particles on the piston when the height L is equal to the diameter, L = 2a?

c. Suppose that the cylinder itself is very long, and suppose that we let the piston move
from L =2a to L =10%, while the particle system is in the (L-dependent) ground
state of this 8-particle system all the time. eExplain how you would proceed to find the
total work done on the piston by the 8 particles during this process, and calculate this
work.

Question 3

In this Problem we consider a particle with spin % This spin may be represented by the
operator S = %ha.

a. Let n be a unit vector with a direction given by the polar angles ¢ and ¢:
n = xsinfcos ¢ + ysinfsin ¢ + zcos 6.

eShow that n-o can be written as

( cosf sinfe @ )
o= .

=>

sinfe®  —cosf

o coS %0
i %9 et

is an eigenspinor of n-S with eigenvalue %h Hint: Use the trigonometric formulae

eShow also that

cosacosb + sinasinb = cos(a — b)

and
sinacosb — cosasinb = sin(a — b).

b. Suppose that a measurement of n-S gives %h el'ind the probability that a measure-
ment (immediately afterwards) of S, gives %h Show that this probability may be written
on the form (1 +x-n).

c. eoFind (as easily as you can) an eigenspinor of n-S eith eigenvalue —%h.

— — —THE END — ——
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Oppgave 1 NORSK TEKST

Vi)

V=old(x-a) | V=0

S NNNNNN

a] 2a ” X

En partikkel med masse m befinner seg i et éndimensjonalt bokspotensial med et delta-
funksjonsbidrag i midten,

| ad(r—a) for 0<z<2a
V(x)_{oo for <0 ogfor x> 2a.
Ved a integrere den tidsuavhengige Schrodingerligningen kan en vise at energiegenfunksjoner
for dette potensialet ma oppfylle diskontinuitetsbetingelsen

Vas) = o) = 5 wla),

egenfunksjonen ma altsa ha et sprang i den deriverte som er proporsjonalt med “styrken” o
til deltafunksjonen og med bglgefunksjonsverdien i punktet z = a. Oppgaven gar i hoved-
sak ut pa a studere hvordan energien F; og bglgefunksjonen ¢ (z) for grunntilstanden
oppforer seg for varierende verdier av «, bade positive og negative.

a. For spesialtilfellet o =0 kan de normerte energiegenfunksjonene skrives pa formen

1
PO (z) = \/;sin kn.

elFinn bglgetallene k; og ks og energiene E{O) og Eéo) for henholdsvis grunntilstanden

og 1. eksiterte tilstand, og skissér energiegenfunksjonene 1/)%0) () og @Déo)(x). elorklar
hvorfor resultatene for 1. eksiterte tilstand ogsa er gyldige for «v forskjellig fra null. [Hint:
Kontrollér at wéo) (x) oppfyller diskontinuitetsbetingelsen nevnt ovenfor.|

b. I resten av oppgaven setter vi a = h*/(ma). Vi skal undersgke hvordan grunntil-
standsenergien E; varierer som funksjon av den dimensjonslgse parameteren 3. eBetrakt
deltafunksjonsbidraget til potensialet som en perturbasjon av bokspotensialet, og finn kor-
reksjonen Efl) til energien Efo) ved hjelp av 1.-ordens tidsuavhengig perturbasjonsteori.
(Se formelarket.)
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Dette resultatet for korreksjonen pga deltafunksjonen vil veere ganske ngyaktig for sma
18] (f.eks |B] ~ 0.1 —0.2), dvs (i) for en svakt tiltrekkende d-brgnn eller (ii) for en svakt
frastotende d-barriere. eBruk dette resultatet til a lage kvalitative skisser (prinsippskisser)
av ¥ () for disse to tilfellene, og kontrollér at disse harmonerer med den oppgitte diskon-
tinuitetsbetingelsen. [Hint: For 0 <z < a vil ¢, fortsatt ga som sin kyz, der k; er det
korrigerte bglgetallet.]

Nar 3 vokser mot store positive verdier (>> 1), vil ogsa energikorreksjonen Eg) vokse,
og vi kan ikke lenger bruke resultatet ovenfor. Energien FE; vil nemlig alltid holde seg
under en viss skranke, uansett hvor stor 3 vi velger. eAngi denne gvre skranken for F;

og den tilsvarende skranken for k.

c. For en viss verdi () av [ blir grunntilstandsenergien F; lik null. eForklar hvorfor
grunntilstanden da ma ha formen

() = { ( (x/a)i1(a) for 0<zx<a,

2—x/a)Pi(a) for a<x<2a.

ekinn (.

d. For —oo < < fy vil grunntilstandsenergien FE; vere negativ. eVis at den er
bestemt av betingelsen

h2 2
tanh/-ca:—/? <E1:— 2;)

[Hint: Vis forst at lgsningen av den tidsuavhengige Schrodingerligningen for 0 <z < a
ma ha formen 1 = Asinh kx.] eVis at den tilsvarende betingelsen for [y < f < oo er

kia h2 k2
tan kia = —% <E1 = 2m1> )

e. elag en rask skisse av tankja for 0 < kja <7 , og forklar med utgangspunkt i
betingelsen tankja = —kja/ hva som skjer med kja og Ey nar 3 — oo.

A

sk X,

0.5

Y

Diagrammet viser tanh ka som funksjon av xa. eFinn et tilnzermet resultat for x og
dermed for E; for tilfellet —3 >> 1.
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Oppgave 2

Figuren viser en sylinderformet boks (V' = 0 inne i boksen, V' = oo utenfor). Sylinderen
har radius a. Bunnen er fast, mens hgyden L kan reguleres ved hjelp av et stempel som
kan beveges friksjonsfritt. For en partikkel med masse p er energiegenfunksjonene (uttrykt
i sylinderkoordinater)

1/)7(32(7", ¢, 2) Jm(H;m)T/a)eim(ﬁ sin(n,mz/L).

Disse er simultane egenfunksjoner til operatorene H, H®) = —(h%/21)0%/022 og L. =
(h/i)0/0¢, med energiegenverdiene

R
F(m) — 10 /)2 2

Her er TI™ nullpunkter i Besselfunksjonene .J,,. Nullpunktene med de laveste verdiene
er oppgitt pa formelarket.

a. Anta fgrst at denne boksen inneholder én partikkel med masse u, som hele tiden er
i (den L-avhengige) grunntilstanden (ogsa om L endres). eHvor mye arbeid koster det a
bevege stempelet slik at hgyden reduseres fra L til L/27 eHva er kraften fra partikkelen
pa stempelet nar hgyden er L?

b. Anta na at boksen inneholder 8 ikke-vekselvirkende, identiske spinn—%—fermioner med
masse p, og at dette mangepartikkelsystemet befinner seg i grunntilstanden, dvs at sys-
temet har sa lav total energi som mulig. eHva er den totale kraften fra partiklene pa
stempelet nar hgyden L er lik diameteren, L = 2a?

c. Anta at selve sylinderen er veldig lang, og anta at vi lar stempelet bevege seg fra
L =2a til L =10, mens partikkelsystemet hele tiden befinner seg i (den L-avhengige)
grunntilstanden for dette 8-partikkel-systemet. eForklar hvordan du vil ga fram for a finne
det totale arbeidet som de 8 partiklene utfgrer pa stempelet under denne prosessen, og
beregn dette arbeidet.



Page 8 of 8

Oppgave 3

1

I denne oppgaven ser vi pa en partikkel med spinn 5. Dette spinnet representeres av

operatoren S = %ha.
a. La n veere en enhetsvektor med retningsvinkler (polarvinkler) 6 og ¢:
n = Xxsinfcos ¢+ ysinfsin ¢ + zcosb.

oVis at n-o kan skrives pa matriseformen

. ( cos @ sin&e‘i‘b)
no = )

sinfe®  —cosf

o CoS %9
Xa =\ gin s0e'?

er en egenspinor til n-S med egenverdi %h Hint: Bruk de trigonometriske formlene

oVis videre at

cosacosb + sinasinb = cos(a — b)

0g
sinacosb — cosasinb = sin(a — b).

b. Antaat en maling av n-S gir %h eFinn sannsynligheten for at en maling (umiddelbart
etterpa) av S, gir $h. Vis at denne sannsynligheten kan skrives pa formen (1 + %-n).

c. oFinn (sa lettvint som du kan) en egenspinor til n-S med egenverdi —1A.

— — —THE END — ——



Attachment: Formulae and expressions

Some of the formulae below may turn out to be useful.

First-order time-idependent perturbation theory

With  Hyp© = EOy©  and H = Hy+V, the first-order correction to the unper-
turbed and non-degenerate energy level E,go) is given by the expectation value of the
perturbation V', calculated using the unperturbed eigenfunction:

Eo=EQ+EQ 45 BEY = [0Vl dr

n

Time development of expectation values

Some formulae
sina = (e — e /2, cosa = (e 4+ e7")/2;
1
tany = —— =tan(y +nmw), n=0,%+1,---;
coty

1 inh
sinhy = 1(eV —e™);  coshy=1i(e?+e7¥);  tanhy= i i:éhz;

d d
cosh?y — sinh? y = 1; — sinh y = cosh y; — coshy = sinh y;
dy dy
sinhy =y + O(y?).
Zeros of Bessel functions
The zeros with the lowest values are
Jo Ji Jo J3

n” =24048 1Y =38317 1P =5.1356 II¥ = 6.3802
n” =55201 1Y =7.0156 0P =84172 1Y =9.7610
n” =8.6537 II§Y =10.1735 I =11.6198 M = 13.0152

Dirac’s d-function and the step function

Lo =i [ f@)e - a)dr = f(a)

d[L‘ —00



Some physical constants

Y _10 e 1
= = — = 0.52 1 ; = = ;
o mee? a MeC 0.529 > 10~ « Areghe  137.036°

c=2998 x 10°m/s;  h=0.6582x 107 %Vs;  m, = 0.5110 MeV /c*.
2
~ 13.6 eV.

2
2meag

Spinn %

For a particle with spin % one may use the spin operator

1 17 (A A A
S = ;ho = ;h(é,0, + é,0, + €.0.),

(01 (0 —i (1 0
2=\10) %=\ o) 227\o0 =1

are the so-called Pauli matrices. The Pauli spinors y. = < é > and y_ = < 0 >

where

1
then are eigenstates of S, = %haz with the eigenvalues :I:%h. A normalised spin state

X = ( Z ) may be charcterised by the spin direction,
(o) =xlox = &, Re(2a™Db) + &, Im(2a*b) + &. (|a]* — [b]?).
The matrices S, = %ham etc satisfy the angular momentum algebra,
[Sz, Sy| = ihS,, [Sy, S:] = ihS,, [S., Sz] = ihS,,.

Furthermore,

210 32 (1 0
2 2 2 2 _ 7
Sx—Sy—Sz—4<0 1) og S T \lo 1)



