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Oppgave 1

En partikkel med masse m befinner seg i et endimensjonalt asymmetrisk brønnpotensial

V (x) =


V0 for −∞ < x < 0, (V0 > 0)
0 for 0 < x < a,
2V0 for a < x <∞.

Brønnvidden a er valgt slik at 1. eksiterte tilstand ψ2 for dette systemet er lik en konstant
for x < 0 :

ψ2(x) = C for −∞ < x < 0.

a. •Bruk den tidsuavhengige Schrödingerligningen til å finne den relative krumnin-
gen, ψ′′/ψ, for alle energiegenfunksjoner ψ(x), uttrykt ved energien E og potensialet
V (x). •Vis ut fra opplysningene ovenfor at energien for 1. eksiterte tilstand er E2 = V0.
•Hvordan krummer ψ2 i omr̊adene 0 < x < a og a < x <∞? •Angi uten bevis antall
nullpunkter for ψ2. Den generelle løsningen av den tidsuavhengige Schrödingerligningen
for omr̊adet −∞ < x < 0 er egentlig ψ2 = Bx+ C. •Hvorfor må vi ha B = 0, som
fastsl̊att innledningsvis?
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b. •Hvilke kontinuitetsbetingelser må ψ2 oppfylle? •Vis at ψ2 må ha formen C cos kx i
omr̊adet 0 < x < a, og finn k uttrykt ved de oppgitte størrelsene. •Vis ogs̊a at ψ2 må
ha formen De−κx for x > a, og bestem κ uttrykt ved de oppgitte størrelsene.

c. •Forklar hvorfor eventuelle nullpunkter for ψ2(x) må ligge i brønnomr̊adet. •Lag en
omtrentlig skisse av energiegenfunksjonen ψ2(x), ut fra det du n̊a vet. •Finn brønnvidden
a, uttrykt ved de oppgitte størrelsene.

d. Grunntilstanden ψ1 for dette potensialet kan i brønnomr̊adet skrives p̊a formen

A cos[k1(x− b)].

•Finn k1 uttrykt ved energien (E1). •Finn ogs̊a formen til ψ1 i omr̊adene −∞ < x < 0
og a < x <∞. •Lag en omtrentlig skisse av ψ1. •Finn til slutt et sett av betingelser som
vil gjøre det mulig å bestemme energien E1.

Oppgave 2

En partikkel med masse µ beveger seg i en tredimensjonal “kvanteprikk”, i form av et
kuleformet bokspotensial, med potensial

V (r) =

{
0 for 0 ≤ r < R,
∞ for r > R.

(Se figuren til venstre ovenfor.) Dette systemet har energiegenfunksjoner p̊a formen

ψ(r, θ, φ) =
u(r)

r
Ylm(θ, φ).

For et gitt dreieimpulskvantetall l oppfyller radialfunksjonen u(r) en radialligning p̊a
“endimensjonal” form,

− h̄
2

2µ

d2u

dr2
+

[
V (r) +

h̄2l(l + 1)

2µr2

]
u = Eu; u(0) = 0,

hvor V (r) + h̄2l(l + 1)/(2µr2) ≡ V l
eff(r) spiller rollen som et effektivt potensial.
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a. •Argumentér for at grunntilstanden i dette potensialet beskrives av en energiegen-
funksjon med l = 0 (alts̊a en s-bølge) og med radialkvantetall nr = 0. (Radialkvan-
tetallet er her pr definisjon antallet nullpunkter til u(r) i intervallet 0 < r < R.) •Finn
denne energiegenfunksjonen, og den tilhørende energiegenverdien (ER) uttrykt ved R.

b. Betrakt en alternativ kvanteprikk, der den samme partikkelen med masse µ befinner
seg i en kubisk boks, med volum VL = L3. Her er L valgt slik at grunntilstandsenergien
blir den samme som for den kuleformede boksen. •Finn grunntilstandsenergien (EL) for
den kubiske boksen uttrykt bl.a ved sidekanten L. •Hvor stort må forholdet mellom det
kubiske volumet VL og kulevolumet VR = 4πR3/3 være for at de to grunntilstandsen-
ergiene ER og EL skal bli like store?

c. Anta n̊a at den kuleformede boksen inneholder et stort antallN av (ikke-vekselvirkende)
nøytroner med masse mn og spinn 1

2
. Anta videre at dette mangepartikkelsystemet har

s̊a lav total energi som mulig, dvs er i grunntilstanden for dette systemet. •Vis at den
maksimale nøytron-energien (én-partikkel-energien) kan skrives p̊a formen

EF = f
h̄2

2mnR2
= f

h̄2

2mea2
0

me

mn

(
a0

R

)2

,

der faktoren f er dimensjonsløs, og finn denne faktoren f . (Regn ikke-relativistisk.) •Finn
energien EF i megaelektronvolt (MeV), n̊ar det oppgis at mn = 1840me, R = 7·10−15 m
og N = 150.

Oppgave 3

I denne oppgaven ser vi p̊a et elektronspinn S, plassert i et magnetfelt B = Bêz. Elek-
tronets indre magnetiske moment representeres av operatoren

µ = − ge

2me

S, g ≈ 2.00232.

Oppførselen til spinnet bestemmes da av Hamilton-operatoren

Ĥ = −µ·B ≡ ωSz, ω ≡ geB

2me

.
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a. •Vis at de to Pauli-spinorene χ+ og χ− da er energiegentilstander, og finn de to
energiene, E+ og E−, uttrykt ved ω. [Se formelarket.] •Finn E+ og E− i elektronvolt
(eV) n̊ar B = 2 T(esla). Det oppgis at

µB ≡ eh̄

2me

≡ 1 Bohr-magneton = 5.788 · 10−5 eV/T(esla).

•Finn bølgelengden λ til fotonene som er inne i bildet ved overganger mellom de to
energiegentilstandene.

b. Ved en måling ved t = 0 etterlates spinnet i tilstanden

χ(t = 0) =

(
1
2

√
3

1
2

)
.

Den resulterende tilstanden for t > 0 kan skrives som en lineærkombinasjon av de
stasjonære tilstandene for dette systemet;

χ(t) = c+χ+e
−iE+t/h̄ + c−χ−e

−iE−t/h̄.

•Hva er c+ og c−? •Skriv denne tilstanden p̊a formen

χ(t) =

(
a(t)
b(t)

)

og finn spinnretningen 〈σ 〉t som funksjon av t og ω. •Hva er vinkelen mellom spinnret-
ningen og z-aksen? •Hvor lang tid (T ) tar det (minst) før 〈σ 〉t peker i samme retning
som for t = 0? [Uttrykk T ved ω.]

c. •Finn spinoren χ(T ) ved tiden t = T, dvs n̊ar spinnretningen for første gang har
samme verdi som for t = 0. •Hva er sannsynlighetene for å måle Sz = ±1

2
h̄ n̊ar sys-

temet er preparert i begynnelsestilstanden χ(t = 0)? •Hva er sannsynligheten for å måle
Sx = 1

2
h̄ n̊ar systemet er i tilstanden χ(t = 0)?



Vedlegg: Formler og uttrykk

Noe av dette kan du f̊a bruk for.

Endimensjonal boks, V (x) = 0 for 0 < x < L, uendelig utenfor

ψn(x) =

√
2

L
sin

nπx

L
.

Noen formler

sin a = (eia − e−ia)/2i , cos a = (eia + e−ia)/2;

tan y =
1

cot y
= tan(y + nπ), n = 0,±1, · · · ;

sinh y = 1
2
(ey − e−y); cosh y = 1

2
(ey + e−y); tanh y =

1

coth y
=

sinh y

cosh y
;

cosh2 y − sinh2 y = 1;
d

dy
sinh y = cosh y;

d

dy
cosh y = sinh y;

sinh y = y +O(y3).

Noen fysiske konstanter

a0 ≡
4πε0h̄

2

mee2
=

1

α

h̄

mec
= 0.529× 10−10m; α ≡ e2

4πε0h̄c
=

1

137.036
;

c = 2.998× 108m/s; h̄ = 0.6582× 10−15eVs; me = 0.5110 MeV/c2.

h̄2

2mea2
0

≈ 13.6 eV; 1 MeV = 106eV.

Antall romlige én-partikkel-tilstander i faserom-element V0d
3p

dNrom =
V0d

3p

(2πh̄)3
.



Spinn 1
2

For en partikkel med spinn 1
2

kan en bruke spinnoperatoren

S = 1
2
h̄σ = 1

2
h̄(êxσx + êyσy + êzσz),

der

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)

er de s̊akalte Pauli-matrisene. Pauli-spinorene χ+ =

(
1
0

)
og χ− =

(
0
1

)
er da

egentilstander til Sz = 1
2
h̄σz med egenverdiene±1

2
h̄. En normert spinntilstand χ =

(
a
b

)
kan karakteriseres ved spinnretningen,

〈σ 〉 = χ†σχ = êx<e(2a∗b) + êy =m(2a∗b) + êz (|a|2 − |b|2).

Matrisene Sx = 1
2
h̄σx osv oppfyller dreieimpulsalgebraen,

[Sx, Sy] = ih̄Sz, [Sy, Sz] = ih̄Sx, [Sz, Sx] = ih̄Sy.

Videre er

S2
x = S2

y = S2
z =

h̄2

4

(
1 0
0 1

)
og S2 =

3h̄2

4

(
1 0
0 1

)
.

For en enhetsvektor med retningsvinkler θ og φ,

n̂ = êx sin θ cosφ+ êy sin θ sinφ+ êz cos θ,

er en egenspinor til S·n̂ bestemt av ligningen

S·n̂
(

cos 1
2
θ

sin 1
2
θ eiφ

)
= 1

2
h̄

(
cos 1

2
θ

sin 1
2
θ eiφ

)
.


