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Lgsningsforslag

Eksamen 30. mai 2007
FY2045 Kvantefysikk

Oppgave 1

a. el grensen b — 0 er potensialet V(z) et enkelt bokspotensial, V = 1 for —a <
x < 0 og uendelig ellers. Den tidsuavhengige Schrodingerligningen (TUSL) tar da for
—a <z <0 formen

Den generelle lgsningen er
Y(z) = Asinkx + Bcoskz,

Randbetingelsene ¥ (0) =0 og 1(—a) = 0, som sgrger for en kontinuerlig bglgefunksjon,
gir
B=0 og  Asin(—ka) =0, dvs ka=nnm.

Grunntilstanden (som svarer til n =1) og den tilhgrende energien er

T n2k? n?
Y1 (z) = ASln? 0g By =W+ o W(1+W2)’

den siste en faktor 1+ 72 = 10.87 ganger potensialverdien V5 = h*/(2ma?).

¥ 00 =A s (7x/2)

>

eNar b — oo, vil (som for en vanlig boks) grunntilstandsenergien F; ga mot null.
[Mer generelt vil energien E) avta jevnt og trutt fra verdien ovenfor mot null, nar b gkes
fra null til uendelig,.|

b. eFor 0 < x <b, hvor potensialet er lik null, kan den generelle lgsningen av TUSL
skrives pa formen

1 (x) = Asinlky(z — b)| + B cos[ki(z — b)] (ky = ;\/QmEl).

Kontinuiteten i = =056 kreverat B =0, q.e.d.
eDa grunntilstanden skal veere fri for nullpunkter i intervallet —a < x <b, ma in-
tervallet 0 < x < b svare til mindre enn en halvbglge av sinusen. Dette krever at

kb <7, q.ed.
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c. eNar b er sa stor at grunntilstandsenergien FE; blir mindre enn V;, blir omradet
—a < x <0 klassisk forbudt for grunntilstanden, og den relative krumningen i dette

omradet,

1
Yi_2m

= —|W — B4,

¢1 7,-L2 [ 0 1]
blir positiv — 11 krummer da utover fra aksen i dette omradet. eFordi kontinuiteten av
bglgefunksjonen krever at ;(—a) = 0, ma da prinsippskissen av grunntilstanden se slik

ut:

A ain 14, (- 8]

r-/ ; + -
N 4 X
k r?/g =~

-a

ekFordi ¢; krummer utover fra aksen for —a < x <0, ser vi her at den stiplede for-
lengelsen av sinusbglgen (som beskriver v for = > 0) skjeerer z-aksen et sted mellom
r=—a og x=0. Foglgelig er

b<A/2<b+a, qed.

d. eFor FE; =1V, folger det fra TUSL at ] er lik null i intervallet —a < x <0, slik
at ¢; ma vaere lineser i dette omradet. Da den samtidig skal veere lik null for x = —a,
har vi altsa

Y1 = Bz + a) 0g Yp=B for —a<xz<0.
Den logaritmisk deriverte umiddelbart til venstre for origo er altsa

»i(07) 1

@01(07) - CL.

For 0 <z <b haddevi ¢, = Asin[k;(z —b)], slik at | = k1 Acos[ki(z —b)]. Konti-
nuiteten i origo av ¥ og v, og dermed av 1] /1, krever da at

wi(O_) . 1 . lpi(o—i_) o kl COSklb ]{?1

01(07)  a Y (0F)  sin[ki(=b)]  tankb’

dvs
tan klb = —kla.

Med F; =V, er bglgetallet k; ganske enkelt

b= 5y 2mE, = 3 am¥y = -

Kontinuiteten i origo krever altsa at

b
tan kb = tan — = —1.
a
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Fordi k1b skal veere mindre enn 7 (slik at ¢ blir fri for nullpunkter), blir da b entydig
bestemt:

3 3mr 3w
kb= - b=—=—a~236a.
1 47r == T 1 a 36a

Skissen av grunntilstanden 1, blir da slik:
A sip

{6 4)/?]

" ! o
-Q 0 =31, X
9

eForste eksiterte tilstand, ¥(z), skal ha ett nullpunkt i intervallet —a < x < b. Dersom
denne tilstanden skal ha energien Fy =V, blir regnestykket akkurat som ovenfor, bare
med Fkib=3n/4+4+m. tank;b er da fortsatt lik —1, og sin[k;(z — b)] far plass til en
ekstra halv bglgelengde, slik at det blir ett nullpunkt. Venstre del av grafen for 5 blir
akkurat som 1/, ovenfor, men i tillegg har altsa 15 en ekstra halv bglgelengde til hgyre,
idet b er forlenget til

Oppgave 2

a. eRadialligningen for funksjonen w,, (1) = rRy,, (r) er “éndimensjonal”:

R d?  RA(I+1)
_Q/LW+W] u(r) = Eu(r), 0<r<R, u(0) =0,

og beskriver altsa formelt en éndimensjonal bevegelse i et effektivt potensial

Ve(r) = hzlff;l) for 0<r <R,
off 00 for r<0 ogfor r> R.

(Her fanger betingelsen V =00 for r<0 opp at u(0)=0 ogat r > 0.) Vima
ogsaha u(R)=0, da V=00 for r> R og bglgefunksjonen skal veere kontinuerlig.

For [ =0 er dette et rent bokspotensial. For [ >1 har vi i tillegg et positivt
frastotende ledd som gker i storrelse med gkende (:

S

L Naw
Vel

RSN SSS

) R4

“Bunnen” av boksen heves altsa med gkende [. Den laveste energien ma vi derfor vente
a finne for [ =0, dvs for en s-bglge. For en gitt [, deriblant [ =0, vil vi ha flere en-
ergiegenfunksjoner. Disse skiller seg fra hverandre ved antall nullpunkter (n,) i intervallet
0 <r < R. Da ligningen ovenfor er éndimensjonal, vet vi at energiegenverdien vil gke
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med gkende n,. Konklusjonen er at grunntilstanden for denne kuleformede boksen ma ha
=0 og n,=0.

eFor [ =0 beskriver radialligningen som nevnt en ordinaer éndimensjonal boks med
vidde bestemt av 0 < r < R. Grunntilstanden er derfor

) = M%O, med  ugo(r) :Asinkr:Asin%.
r

Grunntilstandsenergien er derfor

I S O

Bie = - .

b. For en kubisk boks med sidekant L kan grunntilstanden skrives pa formen

¢111=Asin%sin%ysin%z <kx:ky:k;z:2>,
og har energien
n? 2 2 2 n*m?
E ube — S k k k) =3 —.
kub 2M( >tk +E) NE

For en kubisk boks med samme volum som kula ovenfor (V, = L? = %ﬂ'R?’) ser vi at
sidekanten er
L= (47/3)'*R (=~ 1.612R).

) s

A

\_/

Forholdet mellom grunntilstandsenergiene for kuben og kula blir altsa
E 2 2/3
ke _ g 1y (3> = 1.154.

For et gitt volum blir altsa “kvantevillskapen” mindre for den kuleformede boksen enn
for den kubiske.

c. o [ grunntilstanden vil de N spinn—%—fermionene okkupere N/2 romlige én-partikkel-
tilstander, med impulser innenfor en kuleflate i impulsrommet. Radien av denne kuleflata
er den maksimale én-partikkel-impulsen. Volumet av denne kula i impulsrommet er %Wp:}.
Denne sakalte Fermi-impulsen pr er da ifglge den oppgitte formelen bestemt av relasjonen
N _ Vo 5mph
2 m

Denne formelen avhenger som vi ser bare av stgrrelsen av volumet Vj, ikke av formen.

Fermi-impulsen,
3 N 1/3 N 1/3
) )
PFr 87 Vi ™ 7
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og Fermi-energien (den maksimale én-partikkel-energien),
2 h2 N 2/3
Ep=Ltr_ (37r2> :

20 2p Vo

er derfor den samme for kula og kuben, nar de to volumene er like store.
eMed p = m, ogen antallstetthet N/Vj = 10%3cm™ blir Fermi-energien

2/3
~ 7.85eV.

Br= " (32N " 13.6eV (377 - 10% - (0.529 - 107%)%)
P o 7T ) T '

Oppgave 3

a. eDa S?= Sg = 5?2 alle er proporsjonale med enhetsmatrisen, folger det umiddelbart
at en vilkarlig spinor er en egenspinor til alle disse operatorene,

(1 0\ (a)_n
2., _ Q2,, _ Q2. _ —

med samme egenverdi /4. Videre er

352

S2X = TX, qed

sa her er egenverdien 3h° /4.
eEgenverdien til S? kan skrives pa formen
3h?

e =hn"- 1L +1)=r’s(s + 1),

med s = % Vi sier da at spinnet er % Tallet % angir altsa verdien av spinnkvantetallet

(dreieimpulskvantetallet).

eDa cgenverdien til S2 (og til S2 og S2) er 1i/4, vil en méling av S2 med sikkerhet gi
h?/4. En maling av S (eller S, eller S,) ma da gi +1h. Dette er ogsa i trad med den
generelle regelen, som sier at vi for et dreieimpulskvantetall j kan male J, = hm;, med
mj=—j,—j+ 1]

eDa operatorene Sy, S, og S, ikke kommuterer (jf den oppgitte dreieimpulsalgebraen),
kan de tilsvarende observablene ikke ha skarpe verdier samtidig. Vi sier da at observablene
Sz, Sy og S, er ikke-kompatible. Dette betyr eksempelvis at en maling av S, pa en tilstand
med skarp S, vil forstyrre tilstanden, dvs endre den. (Dette fordi malingen vil etterlate
spinnet med en skarp S, og da kan ikke S, veere skarp lenger.)

b. Det er lett a se at de to spinorene er egenspinorer til Sy:

w27 )( )2 25) s

Egenverdiene er altsa hhvis —l—%h og —%h. Normeringen er ogsa lett a kontrollere:

leXiy = (1/V2 Fi/V2) ( :Iiz//\/\/% > =1+1=1 qed
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c. eoViregner ut

Wy = (@ b*)<z>=(1/\/§ ;(1—2'))( 1/v2 )

= ;+i(1—z)(1+z): +

N
N | —

og konstaterer at y = ( ) er normert, qed.

a
b

o] formelen

=9 )=a L +b 0
=) 7% o 1
er a og b sannsynlighetsamplitudene — og [al>* =3 og [b]*=(1—4)(1+4)/4=3 er
sannsynlighetene — for a male henholdsvis S, = +%h og S, = —%h.

d. eDemulige maleresultatene er egenverdiene, S, = :I:%h. Sannsynlighetsamplitudene
for a male hhvis S, = —l—%h og Sy = —%h er gitt ved projeksjonene av tilstanden

X = ( Z ) fgr malingen pa de respektive egentilstandene for S,. Disse projeksjonene er

Xigx = (1/v2 ?i/ﬂ)(ﬁ{ﬁ)>—é$\;§-é(l+i)
1 1 i
- z(“ﬁ@)*m-

Sannsynlighetene blir da hhvis

2

1 1 1 1 1 0.853
P T 2 _ - B —
i—|Xin|—4<1:|:\/§> +8_2i2\/§_{0.147'



