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Lgsningsforslag

Eksamen 4. desember 2007
TFY4250 Atom- og molekylfysikk /F'Y2045 Kvantefysikk

Oppgave 1

a. e For tilfellet o =0 har vi et ordinsert bokspotensial med vidde 2a. Inne i boksen
tar den tidsuavhengige Schrodingerligningen (TUSL) formen

2mE
h2

1 R k?
= — k%), med k= —-V2mE (E = > :

n_
Y= h 2m

For <0 ogfor = > 2a skal viha ¥ =0. Lgsningen ¢ = Csinkz oppfyller kon-
tinuitetskravet i = = 0. Kravet ¢(2a) =0 gir

. k:n-2 :0 :> kjnzi; :1,2’--.'
sin( a) o n

Bolgetallene og energiene for grunntilstanden og 1. eksiterte tilstand er hhvis

hQWQ T hQ 2
KO =T g0 = T kr=2k" =", B =4B" =
! ! 2m(2a)?’ 2 ! o 7 2ma?’

De to sinusformede energiegenfunksjonene utgjgr hhvis en halvbglge og en helbglge:

A (0)

Y &)
. » X
° a 7 2a
%(0)()()
[Kommentar: Lgsningene for a = 0, w(o) = \/7 sin 0%, er ogsa normerte, siden

middelverdien av [¢(?)|? over et helt antall halve bglgelengder er lik 1/2a.]

eResultatene for &y, Eéo) og wQ er gyldige ogsa for « # 0: Vi har nettopp sett at
¢§O) (x) oppfyller TUSL for x < a ogfor z > a. Dessuten er den antisymmetrisk (med
hensyn pa “symmetripunktet” for potensialet V' (z)), slik 1. eksiterte tilstand skal veere.
Den oppgitte diskontinuitetsbetingelsen er ogsa oppfylt, idet )(ay) —¢h(a_) =0 og
Ua(a) =

b. eMed potensialleddet ad(x — a) = Sh*/(ma)d(x — a) som perturbasjon er forsteordens
korreksjon til energien Efo) gitt ved forventningsverdien av perturbasjonen, beregnet vha

den uperturberte bglgefunksjonen @ZJEO)Z
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Til fgrste orden er altsa grunntilstandsenergien

h2 2
By~ B+ ED = (2”)'

ma?

oVi ser av resultatet ovenfor at korreksjonen til E%O) og dermed til kg)) er positiv for en
svakt frastgtende d-barriere (8 > 0) og negativ for en svakt tiltrekkende d-brgnn (5 < 0).
Prinsippskissene (som her egentlig er ganske ngyaktige skisser for 5 = +0.3) blir da som
fglger:

Dette harmonerer med diskontinuitetsbetingelsen, som sier at spranget i den deriverte
skal veere positivt (negativt) for a > 0 (a < 0).

eBglgetallet k1 og energien F; for grunntilstanden ma alltid veere mindre enn de
tilsvarende stgrrelsene for 1. eksiterte tilstand, som dermed blir gvre skranker:

K272

2ma?’

]{51<k'2:z; E1<E2:
a

[Kommentar: Nar 3 blir mye stgrre enn 1, vil k; og E; nerme seg disse skrankene. Dette
ser vi fra diskontinuitetsbetingelsen: Nar « vokser seg skikkelig stor, ma 1 (a) naerme seg
null, slik at belgetallet ki neermer seg ko = 7/a.]

c. eFor F; =0 ser vi fra TUSL at ¢/ =0 for 0<z<a og for a<zx<2a.
Bglgefunksjonen er altsa lineser i disse omradene. Da den samtidig skal veere kontinuerlig
og lik null for =0 og z = 2a, ma formen bli som felger:

)

elra figuren ser vi at
Uila-) = —¢i(as) = ¢(a)/a.

B-verdien (3 (som gir £y = 0) finner vi da ved a sette inn i diskontinuitetsbetingelsen:

2 2
D) 2 ) = 2

Pi(ay) —Pila) = =2 Y1(a) — fo=—1.



Eksamen TFY4250/FY2045 4. desember 2007 - Igsningsforslag 3

[Kommentar: Det kan veaere fristende a bruke tilnsermingsformelen fra 1.-ordens pertur-
basjonsteori (pkt. b) til a finne Fy. Denne formelen gir

Bo = —

og vi ser at resultatet ganske riktig blir noe ungyaktig, men kanskje ikke sa mye som en
kunne frykte.]

2
T

— ~ —1.23
8 )

d. eFor F; <0 (—o0o < 3 < fy) er den generelle lgsningen av TUSL for omradet
0<zx<a,

2 2
= Qm(thl)% = K7 By = —ZTI:L ’
en linezerkombinasjon av e™ og e, eller om vi vil av sinhkz = ("™ — e™"7)
og coshkr = %(em + e ). Da bare den forste av disse er lik null for = =0, er
altsa lgsningen i dette omradet vy = Asinhkz. Med ;(a) = Asinhka og ¥i(ay) =
—j(a_) = —kAcosh ka innsatt i diskontinuitetsbetingelsen har vi da
2
—2kA cosh ka = 2721@ Asinh ka == tanh ka = —@, q.e.d.
h° ma 15}

efor E; >0 (fy < < oo) kan vi tilsvarende sette ¢; = Bsink;z for 0 < x < a.
Med 4(a) = Bsinkja og vj(ay) = —¢i(a_) = —k;Bcoskja innsatt i diskontinu-
itetsbetingelsen har vi da

2m [Gh? kia

—2k1 B cos kia = — —— Bsinkja — tan kia = —L, q.e.d.
R ma B

@

0.51 fén %, Q

@’20) fan 75,62

eNar [ neermer seg uendelig, blir linjen —kya/3 veldig flat, og vi ser fra skjeeringspunktet
med tan kja at kia nermer seg w. I denne grensen vil altsa £ nserme seg ks og F; nerme
seg F,, slik vi var inne pa i pkt. b.!
eNar —( >> 1, vil den rette linjen —ka/[ skjeere kurven tanh ka for en stor verdi
av ka, hvor tanhrka ~ 1. Betingelsen blir da —ka/( = tanhka ~ 1, slik at
B et R
"R ©8 Er = om  2ma?

3.

[Dette er samme resultat som for et rent deltafunksjonspotensial V' = 8h*/(ma)d(x — a);
for store negative 3 spiller det ingen rolle om vi har boksen der eller ikke.]

'Rent teknisk har vi ogsd et skjeeringspunkt for kja = 0, men det vil jo gi den trivielle ikkenormer-
bare lgsningen 1 = Bsinkix =0, som selvsagt ikke er fysisk akseptabel. Tilsvarende kommentar
gjelder ogsa for tilfellet —3 >> 1.
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Oppgave 2
a. e Ved en endring av hgyden L er det bare energibelgpet
h?m? n?
ne = 21 f;

knyttet til bevegelsen i z-retningen som endrer seg. I grunntilstanden (med n, = 1) er
dette energibelgpet

n*r? 1

2u L?

Nar hgyden reduseres fra L til L/2 ma det utfgres et arbeid som svarer til energigkningen:

Enzzl(L) =

K22
W =E,-1(L/2) = Ep.-1(L) = L

eVed hgyden L vil partikkelen ved en infinitesimal gkning dL av L utfgre et arbeid pa
stempelet som gar pa bekostning av energien:

dW = FdL = E,.—1(L) — E,,—1(L + dL).
Kraften fra partikkelen pa stempelet er altsa uavhengig av sylinderradien;

OE,.—1(L) 0 R B h*m?

F=— -2 T
oL OL 2ul?  pl3

b. el grunntilstanden vil de 8 fermionene okkupere de fire romlige én-partikkel-tilstandene
med lavest energi. Vha energiformelen i oppgaveteksten og Bessel-nullpunktene pa formel-

arket kan vi sette opp en oversikt over én-partikkel-energiene for de laveste kvantetallene
(for L = 2a):

E =8.25(h*/(2ua?)) n=1 m =0 n, =1 (grunntilstanden)
E = 15.65(h%/(2ua®)) n=1 m=0 n, =2 (1. eksiterte niva)
=17.15(h*/(2ua®))  n=1 m=+1 n,=1 (2. eksiterte niva)
=2455(h%/(2ua®)) n=1 m==%1 n,=2 (3. eksiterte niva)
= 27.99(h*/(2ua®)) n=1 m=0 n, =3 (4. eksiterte niva)

Her ser vi at de tre laveste energinivaene inneholder fire romlige tilstander. ? Tre av disse

har n, = 1, én har n, = 2. Ved en liten bevegelse av stempelet er det bare energibelgpene

knyttet til bevegelsen i z-retningen som endrer seg. Summen av disse belgpene for de 8

partiklene er

R R
6+2-4)=14—-+,

QuLQ( )= 2ul?

E.(L)=6E,.-1(L)+2E,, (L) =

dvs 14 ganger stgrre enn for den ene partikkelen i pkt. a. Dette gir en kraft

o OE.(L) h?r? T Rr?
- 3 T4 a3
8L L=2a ML L=2a 4 Ha
21 oppgaveteksten skal det egentlig sta HSJ’”‘% E,(JJZD 0g Jjy|- Derfor har de fleste regnet med bare

ikke-negative m-verdier. Dette er det ikke trukket for ved sensuren.
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c. eArbeidet utfgrt under bevegelsen fra L = 2a til L = 10 er gitt ved differansen
mellom systemets energier i begynnelses- og slutt-tilstandene. I slutt-tilstanden vil de 8
partiklene okkupere de fire romlige én-partikkel-tilstandene som har de laveste energiene.
Siden L er sa stor, vil dette veere fire tilstander med n, =1,2,3 og 4, mens det ikke er
noen eksitasjon transversalt (hverken radielt eller i ¢-retningen). Alle disse fire tilstandene
har altsd n=1 (som for) og m =0. Siden L er sa stor som 10%:, kan vi for slutt-
tilstanden neglisjere energien knyttet til bevegelsen i z-retningen. Dette betyr at det

opprinnelige belgpet
nr? n* Tr?
Booqa M T
21(2a)?  pa® 4
er gatt tapt. Dessuten har rotasjonsenergien til de fire partiklene som opprinnelig hadde
m = +1 gatt tapt. Dette belgpet er

h2
2ua?

2h* h?
()2 = (I17)?] = ==(3.8317% — 2.4048%) = 17.8 —.
na ua

Arbeidet (lik det totale energitapet) er altsa

2 hQ h2
W= (T 78] g5
4 pa? pa?

Oppgave 3

a. eVha Eulers formler finner vi at

A

no = ngo;+n,o,+n,0,

= sin0005¢<(1) (1)>+Sin081n¢<(3 _OZ>+COSQ<(1) _01>

B cosf  sinfe od
- sinfei®  —cosh )2 LEE

eVha de trigonometriske formlene finner vi at
Ao ve — cosf  sinfe CoS %9
Xa = sinfe’®  —cos# sin %0 et

cosf cos 16 + sin f sin 36
~\ (sinfcos 30 — cosfsin 36)e™®

1
- CoS 53 1
- ( sin %9 e'? ) L Xa-
Folgelig er x4 en egenspinor til n-S = %hﬂ'a med egenverdi —i—%h, slik vi skulle vise.

b. eEn maling av n-S med resultatet %h vil etterlate spinnet i tilstanden y;. En maling
umiddelbart etterpa av S, med resultatet %h vil etterlate spinnet i egentilstanden

walt)
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denne svarer ifglge formelen for y, til “spinn opp i z-retningen”. Sannsynlighetsampli-
tuden for dette er projeksjonen av tilstanden for den siste malingen pa tilstanden etter
malingen:

1 , 1
A= X;[(Xﬁ =— (cos %9 + sin %9 ew) = — <cos %9 + sin %9 cos ¢ + isin %6 sin <;§) .

V2 V2

Sannsynligheten for denne tildragelsen er absoluttkvadratet av denne amplituden,
P = |AP =] [(cos 160 +sin 10 cos ¢)? + (sin %951n¢)2]
= % [0032 %6 + sin® %Q(COSQ ¢ + sin? ¢) + 2 cos %9 sin %6’ cos gb}
= 1(1+sinfcos¢) =1(1+xn).

[Vi ser at denne sannsynligheten er lik 1 for n=x og lik null for n= —x, slik det
bor veere. Et alternativ til utledningen ovenfor er a bruke at

<Sx> = %h ’ P(Sx = %h) + (_%h> ) P(S:c = _lh) = %h[QP(Sx = %h) - 1]

2
= ih(o,)=---=1hsinfcos¢. |

c. eDet er minst to enkle metoder vi kan bruke (i tillegg til a lgse egenverdiproblemet
pa den vanlige maten):

(i) Egenverdien —%h for n-S svarer til “spinn ned” i forhold til n-retningen, dvs “spinn
opp” i forhold til retningen —n. Retningsvinklene for —n finner vi ved a erstatte 6 og ¢
med 7 — 6 og ¢ + m. Vha formelen for x5 har vi da

N cos(5m — 30) _ singf o [ —sin s0e7 .
- sin(im — 16)e’@+m) —cos 30 ¢ cos 30

2

(ii) Den sgkte spinoren x_z = ( Z >, som svarer til motsatt egenverdi, skal veere

ortogonal pa xa:

Llg . .
0=(a* %) ( sifloggeid’ > = a” cos 30+ b* sin 30 e’ - a = —btan 30 e,

Normeringsbetingelsen,

— |2 2 |32 21 _pP
L= fof £ b = PG 30 41) = G
gir da
_ B 1 By lp =i
b= e cos 50 og a——e’gsm§06 ¢
dvs

. _qin 1h o9
N sin 2?6 .
cos 30

Naermere enn dette kan vi ikke komme; fasen 3 er ubestemt.



