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FY2045 Kvantefysikk
Lgsningsforslag — Eksamen 2. juni 2008

Oppgave 1
a. eFra den tidsuavhengige Schrodingerligningen,
n o?
=g s V)| 000 = B0(o)

finner vi at den relative krumningen er
w// B om
v
eMed 9o =C for —co<z <0 er ) =0 idette omradet. Siden V(z)=1V; i
dette omradet, ma da energien for 1. eksiterte tilstand ifglge ligningen ovenfor vaere

[V (z) - EJ.

Ey =14.

ol brgnnomradet 0 < < a finner vi en negativ relativ krumning, /vy = —2mVy/h* < 0.
Her krummer altsa 1o mot aksen. For barriereomradet til hgyre for brgnnen er

7&’ 2m 2mVj

s :?(2%—%)=?>0,
sa her krummer 15 bort fra aksen.
elFgrste eksiterte tilstand 1) har som vanlig ett nullpunkt.
ekn lgsning pa formen 1o = Bxr 4+ C for omradet —oo <z <0 vil divergere i
grensen r — —oo, dersom B # 0. Dette er ikke akseptabelt for en energiegenfunksjon.
Fglgelig ma vi ha B = 0.

b. ey, ma (i likhet med alle andre energiegenfunksjoner for dette potensialet) veere
kontinuerlig over alt, inklusive i punktene = =0 og x =a, og det samme gjelder for
den deriverte, ¥},. Energiegenfunksjone er altsa sammenhengende og glatte over alt.

oI brgnnomradet fant vi at ¢ = —(2mVj/h?) s = —k*>1py. Den generelle lgsningen
i dette omradet er da

. / . 1
1y = Acoskr + Bsinkzx, Yy = —kAsinkx 4+ kB cos kx, k= ﬁ\/QmVO.

Kontinuitet for =0 kreverat A=C og B =0. Lgsningen er altsa

1
1y = C'cos kx (for 0 < x <a), q.ed., med k = ﬁ\/QmVO.

Her merker vi oss at det er bare kosinusen som kan ga glatt over i den flate lgsningen for
x < 0.
eFor = >a fant viat o = (2mVy/h*) ¢y = k?1)y. Her er

K= ;\/2mV0 =k.
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Den generelle Igsningen er da
Yy = De ™ 4 D'eb”.

Da en energiegenfunksjon som nevnt ikke far lov a divergere (for = — oo i dette tilfellet),
ma vi sette D’ =0, og har altsa at

1y = De ke, Yh = —kDe ™ for x > a.
c. eDet ene nullpunktet for 1. eksiterte tilstand 5 ma ligge i brgnnomradet, da ¥y = C

i venstre barriere og funksjonen De™** i hgyre barriere ikke har noe nullpunkt.
eSkissen blir da omtrent slik:

%/C 4

cos FX

—1

eHer legger vi merke til at kosinusen i brgnnomradet utgjsr litt mer enn en halvbglge,
men mindre enn 3/4 av en helbglge. Dette betyr at ka ligger mellom 7 og 37 /2. For
a bestemme brgnnvidden a kan vi na bruke kontinuiteten av den logaritmisk deriverte
Wl /1y 1 punktet = = a. Fra resultatene ovenfor har vi:

—ktanka = —k, dvs tanka = 1.

Denne har flere lgsninger for ka, men den eneste som ligger mellom 7 og 37/2 er

_51_ 5th
Ak 42mV
1!

d. elnnsettingav ¢; = Acoslk;(z — b)| iden tidsuavhengige Schrodingerligningen ] =
—(2mE, /h*), for brgnnomradet gir

2mE 1
N = —71 U1, dvs ki = ﬁ\/ﬁ

efor = <0 er den tidsuavhengige Schrodingerligningen

ka=m+m7/4 — a

, 2m

1
1= ?(VO — By = K1 F=y 2m (Vo — Ey).
Den akseptable Igsningen av denne er
Yy = Cre™* (=00 <z <0).

For x >a er tilsvarende ¢ = (2m/h*)(2Vy — E1)i1, med den akseptable lgsningen

1
Py = Che™ ™% for x> a; Ko = ﬁ\/Qm(ZVO — Fy).

eGrunntilstanden er fri for nullpunkter. Kvalitativt kan vi da skissere ¢, slik:
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&)
% T A ml}&(ﬁ'é’)}

|
l! L
o0 4+ Qa X

eknergien bestemmes av kontinuitetsbetingelsene for * =0 og x =a. Den logar-
itmisk deriverte i de tre omradene er

" " "
(x<0:) L=k O<z<a:) —L=—ktan[k(z—b)]; (x>a:) Y —Ka.

(G U1 1
Kontinuitet i =0 og x =a gir da hhvis
K1 = —ky tan(—k1b) = ky tan k1 og — ki tan[ki(a — b)] = —kas.

Med uttrykkene for k1, k1 og ko innsatt har vi her to ligninger for de to ukjente, b og Fj.

Oppgave 2

a. eRadialligningen for funksjonen wy, () = rRy,, (r) er som nevnt i teksten “endi-
mensjonal”:

R d? R+ 1)
_Q/Ldr2+2/ﬂ”2] u(r) = FEu(r), 0<r<R, u(0) =0,

og beskriver formelt en endimensjonal bevegelse i et effektivt potensial

Vl(r): % for 0<r <R,
of 00 for r <0 ogfor r> R.

(Her fanger betingelsen V =00 for r <0 opp at u(0)=0 ogat r > 0.) Vima
ogsaha u(R)=0, da V=00 for r> R og bglgefunksjonen skal veere kontinuerlig.

For [ =0 -er dette et rent bokspotensial. For [ >1 har vi i tillegg et positivt
frastgtende ledd som gker i stgrrelse med gkende I:

S

@ 4 \/e;{.' (*)
Vel

RS AN

0 R4

“Bunnen” av boksen heves altsa med gkende [. Den laveste energien ma vi derfor vente
a finne for [ =0, dvs for en s-bglge. For en gitt [, deriblant [ =0, vil vi ha flere en-
ergiegenfunksjoner. Disse skiller seg fra hverandre ved antall nullpunkter (n,) i intervallet
0 <r < R. Da ligningen ovenfor er endimensjonal, vet vi at energiegenverdien vil gke
med gkende n,. Konklusjonen er at grunntilstanden for denne kuleformede boksen ma ha
[=0 og n,=0.
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eFor [ =0 beskriver radialligningen som nevnt en ordinger endimensjonal boks med
vidde bestemt av 0 < r < R. Grunntilstanden er derfor en bokslgsning uten nullpunkter

inne i boksen,
Ul=0,n,=0 . . TT
) = ——"— Yy, med  ugy(r) = Asinkr = Asin —.
r R

Grunntilstandsenergien er da
’k*  hPm?
Er=—=—+.
241 2uR?

b. eFor en kubisk boks med sidekant L kan grunntilstanden skrives pa formen

¢111:Asin%sin%ysin%z <k$:ky:kzzz>’
og har energien
h’ h?m?
E = k2 kQ k2 — 3 .
B QPJ( zH Ry T Z) 2uL?

efFor at de to grunntilstandsenergiene skal veere like store (Fr = E), ma

R e L
=3 d — =v3=x1.732.
2uR? 2uL?’ YR V3
Forholdet mellom det kubiske volumet og kulevolumet er da
3 5/2
Vi = L = 3 = 1.24.
VR  4A7R3/3  Anx
g ) !
V3R

!

Om vi tenker pa grunntilstandsenergien som “kvantevillskap”, sa er altsa denne like liten
for den kuleformede boksen som for en kubisk boks med 24 % stgrre volum. (Gjor vi de
to volumene like store, vil da villskapen bli stgrst i den kubiske boksen.)

c. o [ grunntilstanden vil de N ngytronene med spinn % okkupere N/2 romlige én-
partikkel-tilstander, med impulser innenfor en kuleflate i impulsrommet. Radien av denne
kuleflata er den maksimale én-partikkel-impulsen pr. Volumet av denne kula i impulsrom-
met er %Wp:}. Denne sakalte Fermi-impulsen pr er da ifglge den oppgitte formelen bestemt
av relasjonen

N Vedmh g mh o or
2 h? (2mwh)3 R\ 4 '
Den maksimale én-partikkel-energien (Fermienergien) er da
2 9 2/3  p2 72 9 2/3
Ep=1F :<7TN> —f ; f:(”N) .
2m,, 4 2m,, R? 2m,, R? 4
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oMed m, =1840m,, R =7-10""%m, N = 150 og ay = 0.53-10"%n finner vi
en Fermi-energi

or N R m. fag\2 1 [0.53-10710\?
Ep= (2N 903" — 104-13.60V — 44 MeV.
d (4 ) Omeal my, <R> V10 \ 71078 ¢

Oppgave 3

a. eDa Pauli-spinorene x. er egenspinorer til S, = %haz med egenverdiene j:%h, har
Vi .
Hyxs=wS, x+ = %hwgz X+ = j:%hw X+-
X+ er altsa her energiegentilstandene, med egenverdiene
E:t = :I:%hw
ebor et B-felt pa 2 Tesla blir de to energiene

h
Ey = j:%hw = j:%gB 26
m

=+1gB - lup ~ £1-2.00232:2-5.788-10°eV ~ £.16-10"eV.

eVed overganger mellom de to tilstandene utveksles det da fotoner med en energi
fiw=hv=FE_ —E_=232-10"%V, som svarer til en bglgelengde i mikrobglgeomradet,
¢ he  4.136-10""%eVs-2.998 - 10°m/s

A= —

v 2.32- 104V = 053 cm.

b. eVed asette t =0 i utviklingsformelen har vi

X(O):C+X++CX=<C+ > :<;\§/§>'

C_

Koeffisientene er altsa
cy = %\/g, c_ = %
eFor ¢ >0 kan vi da skrive tilstanden pa formen

=3 )t (7)o (PR ) = (50 )

2
Her er na 2a*b = v/3e™" og |a|* — [b|* = 1, slik at spinnretningen blir
(o), = x'(t)ox(t) = e, Re(2a™b) + &, Im(2a*b) + &, (Ja|* — |b]?)
= &3 3coswt+éy~%\/§sinwt+éz-%.

eSom en kontroll legger vi merke til at lengden av vektoren (o), er lik 1:

3 ) 1
[{@ )P =1 {oa) P+ 1 (o) [P +[(0:) " = J(cos” wt +sin’ wt) + 7 = 1.

4
Vinkelen # mellom den preseserende vektoren (o ), og z-aksen er derfor gitt av
1/2
cosf = { — 6 = 60°.

ePresesjonsfrekvensen er w, sa spinnretningen er tilbake til begynnelsesverdien etter

tiden )
7=""

w
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c. eVedtiden t =T =27/w er T2 =™ = 1 4 spinoren er

=) =0

2

[\

Fortegnsskiftet spiller selvsagt ingen rolle fysisk, derfor er bl.a forventningsverdien (o ),
den samme som for ¢ = 0.

eSannsynlighetene for a male S, = ﬁ:%h er absoluttkvadratene av projeksjonene av
spinoren x(0) pa Pauli-spinorene x4, altsa kvadratet av hhvis gvre og nedre komponent:

3 1
Ps,— 2 = T Ps.— pj2 = 1

elgentilstanden til S, med egenverdi —|—%h er ifplge den generelle formelen pa forme-

1 o o . :
larket yx = % . Sannsynligheten for a male S, = —I—%h og etterlate spinnet i den

1
nevnte egentilstanden er da

Psz:h/zz\xixm)f:;i(l 1><5 ):(12<;¢§+;>> — 0.933.



