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Lgsningsforslag
Eksamen 1. desember 2009
TFY4250/FY2045
Oppgave 1
a. eFor n=3j er
O(L/3) = Asin(jr) =0 og  ${Q(2L/3) = Asin(2jr) = 0.

Vi kan da konstatere at egenfunksjonene ¢§?) () (for § = 0) oppfyller egenverdilignin-
gen i intervallene der V(z) =0, samtidig som de oppfyller diskontinuitetsbetingelsene
i x=1L/3 og x=2L/3, somi tilfellene n =3j bare krever at bglgefunksjonene er

glatte i disse punktene, og det er jo oppfylt for funksjonene 2/1583-) (x). Folgelig er 1gsningene
for n=3;5 (og 8 #0):

s (x) = 5 () = Asin(3gma/L) ; j=1,2,--.

eEgenfunksjonen 3(x) = Asin(3wx/L) har formen

S\
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x/L
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med nullpunkter i x = L/3, 2L/3. Med bglgetallet k3 =3n/L er energien til denne

tilstanden
B (—R*/2m)y R’k . m2h?
5 Y3 2m  2mL?

b. eFor FE; =0 felger det fra den tidsuavhengige Schrodingerligningen at i er lik
null for x # L/3,2L/3. Dette betyr at ¢; ma veere linezer unntatt i de to punktene
x=1L/3,2L/3, hvor den deriverte har sprang. Dessuten skal grunntilstanden ;(z)
veere symmetrisk:

0 Ly 2L

eLike til hgyre for knekken i = = L/3 er den logaritmisk deriverte v /¢, lik null.
Like til venstre for knekken ser vi at den logaritmisk deriverte er ¢} /1y = 1/(L/3) = 3/L.
Innsetting i diskontinuitetsbetingelsen gir da

3 2mfby 3
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oVi kan konstatere at -brgnnene med 3 = 3y er akkurat dype nok til a senke grunn-

tilstandsenergien fra E%O) = 271;7222 til Ey =0. Qker vi “dybden” 3 ytterligere, blir F;

negativ. For (> 3y ma ¢, nemlig ha en kraftigere “knekk” i = = L/3 og x =2L/3,

: Y (p=2¢.)

of 02 04 06 08 1

x/L

og da skjonner vi at ¥; ma krumme utover fra aksen. Dette svarer til EF; < 0.

C.

eFiguren i oppgaveteksten viser at fasen kox passerer 7w/2 omtrent ved z = 0.29 L,
slik at ko - 0.29L ~ 7/2. Vi har altsa

272 2
Ehaly 07.T29L ~ 5212 °8 Bz = ZZQ - 221:2 542"
Til sammenligning er for £ =0
w0 _ M ) , E; 5.42\?
> = 5o7a (2m)“, slik at @ ~ (27r> = 0.74.

Som vi ser er energien Fs noe lavere enn for = 0. [Deltabrgnnene senker energiene til
alle tilstandene unntatt de som ikke bergres i det hele tatt.]
eDet er lett a finne en brgnnstyrke 3 som gir Fy = 0. Egenfunksjonen ser da slik ut:

6 3 2mf 9h*
_ E

p= omL 300-

Konklusjonen er at F, er negativ for 3 > 33y = 9h*/(2mL).
oE, er ngdvendigvis stgrre enn  F3 = E = 9x2h%/(2mL?). Si E, kan ikke bli
negativ.
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Oppgave 2
a. eMed x1g(x) =+/h/(2mw) 1y (x) blir matrise-elementene

(Vui(t) = ~F() [\ 51 prde =~ (o) 57—

elfglge forsteordens perturbasjonsteori er da overgangsamplitudene

agn(t) = Mié 1/tF(z&’)e’%t’mﬁ’
0= — Vomw "in Jo

n L [m e
= —Fg 7(5711*/ €Zwtdt,,
th Jo
———

2mw
()

der 7 = min(t,%p). I denne tilngermelsen har vi altsa bare overgang til 1. eksiterte niva,

med en overgangsamplitude
1Fy
ao-(l) = o 1)

b. eFor ty << 1/w (ogt > ty) har vi at
to ., 1 )
I(t — / wt dt/ — _ (pwito __ 1
1) = ["etar = (e )

1. .
- ﬁ[w}to + §(iwte)? + - -] = to[1 + O(wito)] = to,

slik at overgangsamplituden og overgangssannsynligheten til 1. eksiterte tilstand blir (for
t> to)

iFoto 2 (}710250)2
ap—1(t) = ———= 0 Py =lag=1(t)|” = :
0—1(t) NeTTm, g 0—1 = |ao—1(t)] Smw
Her er Fytg = Ap impulsoverforingen pga perturbasjonen, og da ma selvsagt ogsa

nevneren ha dimensjonen til en kvadrert impuls. Siden forventningsverdiene av kinetisk og
potensiell energi er like store for stasjonaere oscillatortilstander, fglger det at den midlere
kvadratiske impulsen i grunntilstanden er

Phns = (12), = 2m - hw/d = hmw.

Overgangssannsynligheten kan derfor skrives pa formen

(to << 1/w).

eFgrsteordens perturbasjonsteori er bare gyldig sa lenge amplitudene er tilnsermet
lik de verdiene de hadde i beynnelsestilstanden. Resultatet ovenfor er derfor en god
tilnaermelse dersom  (Ap)? = (Fyto)? << pns = shmw.
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c. eFor t >ty har vifra pkt. a og pkt. b:

2 2

iF() F2 ethO -1
Fon ‘\/271 1)) = QFLT?”L(U Tw

F? sin (wt0/2)

2
prms w

efor wty << 1 ser viat den siste faktoren forenkler seg til ¢3/4, i overensstemmelse
med resultatet i pkt. b.
eSom funksjon av to ser vi at Py_; gar som sin®(wty/2):

rin*(02,/2)

|
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; CL Y et o

7w
Denne har apenbart et maksimum for ¢, = "™ = 7/w = T'/2. Maksimalverdien er
Ly ly
R e

2 2 1 3"
P2 W 5 MW

eNar ¢ ligger i naerheten av ¢* = r/w, er sin(wty/2) ~ sin(n/2) = 1. For at
forsteordensresultatet ovenfor skal veaere en god tilneaermelse, ma vi da kreve at
Fy << %hmw3 =p2 W

Oppgave 3

a. el dipolmomentet

dy; = /Y,*m, I Vi dO2
kan pariteten til integranden skrives pa formen
(_1)l’+1+l _ _(_1)l’—l = _(_1)Al‘

Integranden er altsa antisymmetrisk og integralet lik null for like Al; overganger med like
Al er forbudte i elektrisk-dipol-tilnsermelsen.
ol integralet

[4 — e e, +ie
dlm—»l’ ! RO 7T /Y/ / (ez }/10 \/§ = Yll + Ty }/1—1> nm dQ

er produktet Y, Y}, proporsjonalt med exp(im¢ — im’¢) = exp(—i¢pAm), mens de tre

leddene i midten gar som exp(im”¢), med m” lik hhvis 0, 1 og —1. I uttrykket ovenfor har

vi derfor! ett bidrag proporsjonalt med &, for for Am = 0, og to bidrag proporsjonale med

hhvis (&,Fie,)/v/2 for Am = +1, i overensstemmelse med utvalgsregelen Am = 0, £1.
eSom markert i skjemaet

'Merk at fOQW exp(ing) = 2m,0.
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Y2 ;é/
\ P “ I*

1-1 o >1/4
%O B

er det med begynnelsestilstanden Y3 iflge utvalgsreglene i dipoltilnaermelsen tillatt med
overganger til tilstandene Y7, Yio, Y1_1. Fra tilstanden Y5, kan vi bare ha overgang til de
to tilstandene Yjy og Y.

b. eMed energiegenverdiene

PAL+1) B ome U(41)
2mR2  2m.a: m 9

E =

for rotatoren finner vi en fotonenergi i det infrarsde omradet:

=FE,—FE =1 ~ 0. 2eV.
hw 5 — Fy 3.6V - 92000 0.00302 eV
Bohr-frekvensen for denne overgangen er
h 0.00302 eV
w=_" = S _459.10257,

h 0.6582 - 10=1% Vs

Vi finner da at w
kRy = = - 3ag = 2.43 - 107°.
c

Dette betyr at tilnsermelsen exp(ik-r) ~ 1, som ligger til grunn for elektrisk-dipol-
tilneermelsen, er oppfylt med god margin.

Oppgave 4

a. eVi viser fgrst at alle de “gamle” tilstandene er egentilstander til jz = EZ + gz :

Tllma)| 5,ms) = La|lmu) |5, mg) + [Lm) S| 5, my) = Ry +mg)|Lmi) |5, my),

279

slik at m = my; + ms,.

eDette betyr at tilstanden |/,1)|3, ) er en egentilstand til J., med egenverdi hm =

h(l+1). Da |l,l) og |4,1) er toppen av hver sin “stige”, har vi at
L |l1)=0 og S.|i Ly =o.
Folgelig er
PUDILY) = [Phd+ T (B +80] L0151
= R0+ +ra+ )+ 0 LDIg 3) =0+ DU+ 3+ 1) [LD]53).
Tilstanden |1,1)|3, 3) er altsa en |4, m)-tilstand:

LD =1+L1+1) (med j=I1+31 m=1I1+3).
272 2 2
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b. eVed gjentatt bruk av stigeoperator-relasjonen har vi at

SL Yy =nll =0, Lol =mV2A|L1—1), J[l+ii+Y =2+ 1]i+L1-1).
Ved a sette inn fra de to fgrste i den siste av disse relasjonene har vi da

1 ~
- (L. llll
hm( )| |22

21
= gy 16 Dlzs) \/ - L D15 —3)-

Vi ser at skalarproduktet mellom denne og tilstanden lort) er lik null, slik det ble opplyst.
eTilstanden |ort) har apenbart m —l 2, og vi mistenker selvsagt at denne til-
standen er toppen av en stige for 7 =1— 5. For a wise dette trenger vi egentlig bare a

sjekke at .J, anvendt pa |ort) gir null, for i s& fall har vi at

IEEAEE)

Flort) = [J2+hd+J_J] |ort) = [R2(1—3)*+hk(1—1)+0] |ort) = K2 (1—1)(I—L+1) |ort).

Bevis: Stigeoperator-relasjonene gir L. |l 1 — 1) = hy/21|1,1) og §+|%, —2) ="1hl3,3),
slik at

Jilort) = (Ly+5,)

21

= Vg (LD = LDI% D) ) =0, qed



