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Lgsningsforslag

Eksamen 10. august 2010
FY2045/TFY4250 Kvantemekanikk I

Oppgave 1

a. e Bolgefunksjonen 1y for ferste eksiterte tilstand er (i likhet med 14, 1s 0sv) anti-
symmetrisk, og har fglgelig et nullpunkt i origo, hvor deltabarrieren sitter. Ifglge diskon-
tinuitetsbetingelsen skal da 1y veere glatt i dette punktet, i likhet med v for tilfellet med
B =0 (vanlig boks). Ogsa utenom origo skal 1y oppfylle akkurat de samme betingelsene
som for 3 =0: dvs oppfylle Schrodingerligningen, veere lik null for x = 4a, og ikke
ha flere nullpunkter. Fglgelig er v9 for (§ # 0 identisk med v, for tilfellet [ = 0.

elgrste eksiterte tilstand blir da ganske enkelt en helbglge-sinus, med nullpunkt i
origo:

b)) &

-\ -08 06 -04 -02 02 04 06 08 1

X/ a

Bglgefunksjonen for denne tilstanden er
1y = Asin ko, med ko =7/a.

Dette kan vi kontrollere ved innsetting i den TUSL, som sammen med den oppgitte
energien gir

h? oppgitt B, TUSL —(h?/2me)Y _ n*k3 B h2m2

0.01 _ _
2mea3 1y 2m.  2m.a>

Av dette ser vi at
a=10mag = 31.4qg.

b. eDet ngdvendige prinsippet er at grunntilstanden ganske enkelt er symmetrisk, sa
venstre halvdel av i er speilbildet av hgyre halvdel. Skissen ser da slik ut:

v
v - . /// \\
N y ‘\
\\ » / \\\
468 06 04 02 O' 02 o4 06 08 1
X/a

eBegge halvdelene av grunntilstanden er sinusformet, og kontinuitetskravet i * = a
innebeerer at den for 0 < x < a kan skrives f.eks pa formen ¢, = —Bsin[k;(z—a)| (med
B > 0). Venstre del (speilbildet) finner vi ved a skifte fortegn pa x, sa for —a <z <0
er 1 = Bsin[ki(x + a)].
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eBolgetallet k; (og dermed energien E; = h*k?/2m,) bestemmes ved hjelp av diskon-
tinuitetsbetingelsen. Den logaritmisk deriverte er for x =07

—k1 B cos|[—k1al

= —kycotk
—Bsin|—kya] 1008 fd,

Y1/ ilor =

og er for x =0~ motsatt like stor (pga symmetrien til ¢;). Innsetting gir da

2me,
mefa _ o

—kjacotkia = 5z g =200

[Vha denne kan en vise at koa — kya =~ 7/200, og at energidifferansen Fy — E; blir som
oppgitt i oppgaveteksten. |

c. eoFor t >0 blir bplgefunksjonen
1
V2

[Denne oppfyller Schrédingerligningen, fordi den er en superposisjon av stasjoneere lgsninger,
og den er lik den oppgitte tilstanden for ¢t = 0.]
eVed a spalte av en faktor exp(—iE;t/h) har vi

U(z,t) = {% (x)e—iElt/h i ¢2(l,)e—iE2t/h] _

) 1 )
_ _—iEit/h —i(E2—E1)t/h
U(z,t) = e NG (U1 (x) + o (w)e " (FmEOMA]
Med vy = Asinmz/a og 1 = Bsinlki(a — )], der k; bare er grlite grann mindre enn
7/a og B av normeringsgrunner er bare grlite grann mindre enn A, skjgnner vi at ¢ og 19
er praktisk talt like for x > 0, og praktisk talt motsatt like for x < 0. Sannsynligheten

for a finne elektronet i hgyre halvdel av potensialet ved t =0 er derfor sveert neer 1.
Etter tiden ¢t =mh/(Ey — Ey) =T/2 er bplgefunksjonen

, 1
U(x,T/2) = e "BAT/2h _—_ x) — ()],
(@.7/2) 5 W1(2) = va(a)
sa ved dette tidspunktet er det like sannsynlig a finne elektronet pa venstresiden. Etter

tiden
2mh

" E,— By
er sannsynlighetstettheten den samme som for ¢ =0, sa dette er periodetiden for oscil-
lasjonen. Innsetting av Ey — Fy = 10~*h%/(2m.a?) gir

T

o 2rh 4136 -10"YeVs
©1074R%/(2mead) 1071 13.6 eV

=3.04-10""%s.

d. eMed farten
2(E) hrm

Me Mea

blir tidsintervallet mellom hver kollisjon med barrieren

4.136 - 10~ 5eVs/2
13.6 eV

2 2 2m.a?
t = 2l (107ag)? = 100 (TZLZ%) mh = 100

v hm

=1.52-10""s.
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eMed en transmittert stromtetthet

i} , hk
jt = Re C*B_ka R ik Celkx = |C‘2 —

Me

og en innkommende strgmtetthet j; = iik/m, er transmisjonskoeffisienten T;, = j;/j; = |C]?.
Med ka =7 og

im, 200 K> 200
=1+71—

K2k mea T

imef

Ch=1+ pa =Lt

har vi da
T = [CF = [L+ (200/m) " ~ (r/200)% = 2.47 - 10"

eSannsynligheten for a finne elektronet til venstre for barrieren reduseres med en faktor
1 — T4, for hver kollisjon. Ved tiden ¢ er antall kollisjoner ~ ¢ /t;, slik at sannsynligheten
er redusert til
(1 - Ttr)t/t1 ~ (exp(_Ttr))t/t1 = exp(_tTtr/tl)'

Denne er lik 1/e for tTi,./t; = 1. “Levetiden” er altsa

2] 11
= — =6.15-10 .
T ﬂr S

Vi ser at denne er omlag en faktor 20 ganger stgrre enn periodetiden under pkt. b

Oppgave 2

a. e Med spinnkvantetallene sy =1 og sy =1 for partikkel 1 og 2, begrenses de
mulige verdiene av kvantetallet s for totalspinnet til topartikkelsystemet av trekant-
ulikheten

|51 — s9| <5< 81+ 9, dvs 0<s<2.

De mulige verdiene for s og m er altsa
s = 0, med m=0,

s = 1, med m=0, £1,
s = 2, med m=0, £1, £2.

Antallet tilstander av typen |s,m) er altsa ganske riktig 1+3+5=0.

eTilstandene | s, m) kan skrives som lineserkombinasjoner av de 9 tilstandene |my )| ms)
fordi de sistnevnte danner en (9-dimensjonal) basis for dette spinnsystemet.

eDa Si.|my) = hmy|my) og So.|my) = himy|ms), folger det at

S. |my)|me) = (§1z + §2z)|m1>]m2> = (§12|m1>)|m2> + |m1>§22|m2)

= h(ml + mg) ’m1>‘m2>
Tilstanden |my)|ms) er altsa ogsa en egentilstand til S, =5+ §2Z, med egenverdien

hm = h(my + my).
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b. eTilstandene |s=0,m=0), |s=1,m=0) og |s=2,m=0) haralle m =0,
og kan da veere lineserkombinasjoner av tilstandene |1)|—1), [0)|0) og |—1)|1), som
alle har m = 0. Alle de ovrige tilstandene av typen |my)|ms) har m = my + msq # 0,
og kan fglgelig ikke innga i de aktuelle lineserkombinasjonene.

eSinglett-tilstanden |0,0) har egenverdien S? = h’s(s + 1) = 0. Fra den oppgitte
formelen fglger det da at

B=—-A og (C=-B=A,
Vi har altsa
0,0) = AC[1)[=1) = [0)]0) + [=1)[1) ).
Da tilstandene i dette uttrykket er ortonormerte, far vi en normert singlett-tilstand ved

a velge (feks) A =1//3.
eDa den aktuelle lineserkombinasjonen har m =0, har vi

S*(A[1)|=1) + B|0)|0) + C|~1)[1))

(52 4+1°S. + S_5,) (A[1)|—1) + B[0)[|0) + C'|-1)[1) )
= @1 bj ) (Sig + Say) (A1) =1) + B0)]0) + C|—1)[1) )
= (Si-+5, V2 [A(0+ [1)]0)) + B(]1)[0) + [0)[1)) + C(|0)[1) + 0)]
= (81— + S )hV2 [ (A4 B)|1)|0) + (B + C) [0)[1) ]

= W2-mV2[(A+ B)(|0)|0) + [1)|=1)) + (B+ C) (|-1)[1) +[0)[0)) ]
= 202 { (A+B)|1)|-1) + (A+2B+0)]0)|0) + (B+C)|-1)|1) }.

Dermed har vi bevist den oppgitte formelen og funnet at konstanten er K = 2h%
c. For s=1 skal S? ha egenverdien 2h%, sa vi ma ha
A+B=A, A+2B+C=B og B+C=C.

Dette krever at B=0 og C = —A, sa lgsningen er

11,0) = AC [D)[=1) — [=1)]1) ).

Normering oppnas ved & velge (f.eks) A = 1/4/2. Kontroll av ortogonaliteten:

(0,0/1,0) = (1+0-1)=0, qed.

ﬁ}_k
w

For s=2 skal S? ha egenverdien h%-2-(2+ 1) = 6h% Vi ma da ha
A+ B=3A, A+2B4+C=3B og B+C=3C,
dvs B=2A og C=B/2=A, slik at
2,0) = A( [1)]=1) + 2[0)[0) + [=1)]1) ).
Normering oppnas ved & sette (f.eks) A = 1/4/6. Kontroll av ortogonalitet:

(0,0/2,0) « 1-2+1=0, qed.,
(1,0]2,0) o« 140—-1=0, qe.d.
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Oppgave 3

a. eMatrise-elementene av perturbasjonen, tatt mellom grunntilstanden (n = 0) og ek-
sitert tilstand nr n, er

(Vo) = (nlTa()]0) = —pod(t)(nl]0) = ~pud(t)y/ 5 — (nl(a + a0}

h
= —p05(t)\/ o Ont,

idet (a+af)|0) = a'|0) = |1).
elfplge 1.-ordens perturbasjonsteori er da overgangsamplituden(e)

h 1 . E, — E
ao—n(t) = —poy/ Dy dn1 s /to d(t") exp(iwnot)dt’ (wno = TO = nhw)

Do .
= —— 0, =100y, o <0,1>0).
ot O = ic00m (o )

Ifplge 1.-ordens perturbasjonsteori har vi altsa bare overgang fra grunntilstanden til 1.
eksiterte tilstand, og overgangssannsynligheten er

P _ 2
2hmw

P0_>1 = |CL0_,1|2 = = Q.

elfglge disse resultatene er sannsynligheten for a finne oscillatoren i den opprinnelige
(grunn-)tilstanden

P():l—zpo_,nzl—ag.
n=1

eFgrsteordens perturbasjonsteori er bare gyldig sa lenge amplitudene er tilngermet lik
de verdiene de hadde i begynnelsestilstanden, ¥(z,07) = ¢(z). Resultatene ovenfor er
derfor en god tilnsermelse dersom

pa << 2hmw, dvs dersom af << 1.

b. eDen eksakte amplituden for a finne oscillatoren i grunntilstanden etter perturbasjo-
nen er projeksjonen av W(x,0") pa 1o(z). Vha det oppgitte integralet, med A = mw/h
og B = ipy/h, finner vi at den er

als = /O:O Uy (2) U(z,0%) do = (:7:;;) " /OO exp(—mwz?/h) exp(ipox /h)dx

—0o0

mw\ /2 N mw\ V2 [ 7h \'? p: h
- (I /2 2 — (= il _ro_ "
< wh ) (m/A)"" exp(B7/44) ( wh > (mw) P < R 4mw>

= exp (— 6 )Eexp(—ag/Q).

4dmhw

Sannsynligheten for a finne oscillatoren i grunntilstanden er altsa

2
ngs _ ’a8k5‘2 = exp <_2£%w> = exp(—ag), q.e.d.
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o Vi rekkeutvikler
ngs = exp(—ag) =1- ozg + O(aé).

Gyldighetsomradet for 1.-ordens perturbasjonsteori var a2 << 1, og vi ser at i dette
omradet stemmer resultatet fra pkt. a med det eksakte. Utenfor gyldighetsomradet ser
vi at feilen i 1.-ordensresultatet gker med ag, og det matte vi ogsa vente.

eDet eksakte resultatet, Pk = exp(—a?), viser at sannsynligheten for & finne oscil-
latoren i grunntilstanden gar mot null for store «yq, dvs nar “d-sparket” blir tilstrekkelig
kraftig (po >> v2mhw). For et slikt kraftig spark ma vi vente at ogsa sannsynligheten
Pk for 4 finne oscillatoren i 1. eksiterte tilstand blir liten. Oscillatoren vil fa tilfgrt mye
energi av sparket, og det vil vaere mest sannsynlig a observere tilsvarende hgye energiegen-
verdier.

c. eDet er lett a vise eksplisitt at U(x,0") er en egenfunksjon til annihilasjonsoperatoren
(noe som er typisk for koherente tilstander). Vi holder normeringsfaktoren utenfor, og
finner at

ape exp(—mwax® /2R + ipox/h)

mw h 0 9 ,
— (,/ T \/ 5 0:6) exp(—mwx*/2h + ipox /h)

= [\/mx + h (—mwz/h + ipo/h)] exp(—mwx? /2h + ipox /R)

2mw

2
= exp(—mwz” /2h + ipox /h)
ﬁ
= dag exp(—mwa?/2h +ipox/h), q.e.d.
eVed a sette inn utviklingsformelen i egenverdiligningen

U(z,0%) = 220 g (z, 0)

1
finner vi at
eks aiks aslks
2. = > aptu(z) =Y L Vi (2)

n=0 Q0 n_1 Qo

aeks

= S LR T gy(a)
k=0 1

For at denne skal veere oppfylt ma koeffisientene oppfylle fglgende rekursjonsformel:

100 100
cks ass eller atks = acks (n=1,2,--+), qed.

a —
k+1 — k+1 n \/—nl

Sa konstanten som det var spgrsmal om i oppgaveteksten er altsa .
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d. eFra formelen ovenfor finner vi at den eksakte sannsynlighetsamplituden for a finne
oscillatoren i 1. eksiterte tilstand er

aS® =i al®™ = iag exp(—ad/2) = iag(l —ad + ),
og vi ser at denne til 1. orden er identisk med den vi fant i pkt. a vha 1.-ordens per-
turbasjonsteori. Som ventet er altsa sistnevnte en god tilnsermelse for a2 << 1. Det
samme gjelder P} = a2, som stemmer bra med det eksakte resultatet

P = afexp(—ad) = af(1 —af )

for a2 << 1. For gkende o blir feilen i forsteordensresultatet gradvis stgrre, som vi
matte vente. Vi ser ogsa at P gar eksponensielt mot null for store g, i trad med
formodningen pa slutten av pkt. b.

elra rekusjonsformelen ser vi at

Peks 0 Peks (a(%)2 ( 2) Peks 0 Peks ( (2))3 ( 2)
= = ex 0 = = ex
2 1.9 P & 3 1.2.3°7F
Generelt er apenbart sannsynligheten for a observere energien F,, = hw(n + %)
s _ (5)"
Pk — 73! exp(—ag).
eMed
peks B Oég
Peks o n

ser vi at den maksimale sannsynligheten opptrer for
n e~ og.

Som vi var inne pa i pkt. b, er det altsa for store a2 (kraftige spark) mest sannsynlig a
observere hgye energier.



