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Løsning eksamen mai 2019

Oppgave 5

a) Figuren viser bevegelsen til raketten fra starten av rampa til den treffer bakken:

Raketten beveger seg rettlinjet oppover skr̊aplanet med konstant akselerasjon, slik følgende
bevegelseslikning gjelder (startfarten langs skr̊aplanet er null):

v2 − v20 = 2as⇒ v =
√

2as+ v20 =
√

2as

Sammenhengen mellom strekningen s langs skr̊aplanet og høyden h av rampa er gitt ved

h = s sinα⇒ s =
h

sinα

F̊ar at

v =
√

2as

=

√
2ah

sinα

=

√
2 · 34 m/s2 · 2, 0 m

sin 70 o

= 12, 0 m/s

≈ 12 m/s

b)

i) Rakettens maksimale høyde: i det høyeste punktet er farten rent horisontal, dvs. y-komponenten
vy = 0. Dersom ymax angir den maksimale høyden over utgangspunktet (kanten av rampa) og
positiv retning er oppover, gjelder det i toppunktet at

v2y − v20y = 2 (−g) ymax ⇒ ymax =
v20y
2g

=
(v0 sinα)2

2g

ymax =
(12, 0 m/s · sin 70 o)2

2 · 9, 81 m/s2

= 6, 48 m

≈ 6, 5 m

Den maksimale høyden over bakken blir da

6, 5 m + 2, 0 m = 8, 5 m
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ii) Den horisontale avstanden x mellom rakettens nedslagspunkt og rampa er gitt ved

x = v0xt = v0 cosα · t,

der falltiden t bestemmes fra (med positiv retning oppover)

y = v0yt−
1

2
gt2 = v0 sinαt− 1

2
gt2

Her er y = −2, 0 m idet raketten lander, slik at likningen blir (uten enheter)

−2, 0 = 12, 0 sin 70 o · t− 1

2
· 9, 81 · t2

Løser p̊a kalkulator og f̊ar
t = 2, 46 s

Avstanden x blir da

x = v0 cosα · t
= 12, 0 m/s · cos 70 o · 2, 46 s

= 10, 1 m

≈ 10 m

c) Figuren viser raketten idet den treffer bakken:

Rakettens fart idet den treffer bakken: finner først fartskomponentene vx og vy:

vx = v0x = v0 cosα

vy = v0y − gt = v0 sin a− gt

Farten har da verdien

v =
√
v2x + v2y

=

√
(12, 0 m/s · cos 70 o)2 + (12, 0 m/s sin 70 o − 9, 81 m/s · 2, 46 s)2

≈ 13 m/s

Vinkelen mellom fartsverktoren og horisontalen (se figur):

tanβ =

∣∣∣∣vyvx
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣v0 sin a− gt
v0 cosα

∣∣∣∣
β = tan−1

∣∣∣∣v0 sin a− gt
v0 cosα

∣∣∣∣
= tan−1

∣∣∣∣12, 0 m/s sin 70 o − 9, 81 m/s · 2, 46 s

12, 0 m/s · cos 70 o

∣∣∣∣
= 72, 3 o
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Oppgave 6

a)

i) Figuren under viser kreftene som virker p̊a vogna i punkt B (laveste punktet):

To krefter virker: normalkraften N fra underlaget, og tyngden G. Fordi vogna har akselerasjon
inn mot sentrum av sirkelen, er N > G.

ii) Vognas akselerasjon i B er gitt ved

a =
v2B
RB

,

der vB og RB er hhv. farten og sirkelradien i punkt B. Finner farten fra energibevaring (se
figuren under for symbolforklaringer):

mghA =
1

2
mv2B ⇒ vB =

√
2ghA

vB =
√

2 · 9, 81 m/s2 · 80 m

= 39, 6 m/s

Akselerasjonen blir

a =
v2B
RB

=
2ghA
RB

(Setter inn uttrykket for vB)

=
2 · 9, 81 m/s2 · 80 m

10 m
= 157 m/s2

≈ 1, 6 · 102 m/s2
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iii) Ut i fra figuren i i), gir Newtons 2. lov p̊a vogna i punkt B at∑
F = ma

N −G = m
v2B
RB
⇒ N = m

v2B
RB

+mg

N = 300 kg · (39, 6 m/s)2

10 m
+ 300 kg · 9, 81 m/s2

≈ 5, 0 · 104 N

Dette tilsvarer en kraft som er ca. 17 ganger større enn tyngdekrafta p̊a vogna.

b)

i) Vi skal tegne kreftene p̊a vogna i punkt C. De samme kreftene virker som i punkt B: tyn-
gdekraften G og normalkrafta N . Newtons 2. lov gir oss opplysninger om størrelsesforholdet
mellom kreftene: ∑

F = ma

G−N = m
v2C
RC
⇒ N = mg −m

v2C
RC

Her ser vi alts̊a at N < G (hvor mye mindre, avhenger av farten). S̊a fremt vogna ikke har
mistet kontakten med underlaget, slik at N = 0, blir kreftene som figuren under viser:

ii) Idet vogna mister kontakten med underlaget, er N = 0. Dette gir at

N = 0

mg −
mv2C
RC

= 0

mv2C
RC

= mg ⇒ vC =
√
gRC

Den kritiske farten er alts̊a lik1

vC =
√

9, 81 m/s2 · 22 m

= 14, 7 m/s

≈ 15 m/s

iii) Dersom vogna akkurat mister kontakten med underlaget i C, er alts̊a farten vC = 14, 7 m/s.
Vi kan finne den tilsvarende farten vogna kan ha i punkt A ved energibevaring (med selvfork-

1Selv om oppgaven ikke krever dette, kunne vi ha funnet ved energibevaring at den faktiske farten i punkt C
er ca. 12 m/s. Vogna vil alts̊a ikke miste kontakten med underlaget med null startfart i A.
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larende notasjon):

1

2
mv2A +mghA =

1

2
mv2C +mghC

1

2
mv2A =

1

2
mv2C +mg (hC − hA)

vA =
√
v2C + 2g (hC − hA)

=

√
(14, 7 m/s)2 + 2 · 9, 81 m/s2 (72 m− 80 m)

= 7, 69 m/s

≈ 7, 7 m/s

Oppgave 7

a) Vann skal tømmes fra en tank med tverrsnitt 100 m2 gjennom et rør med diameter D = 15 cm,
og vi skal bestemme volumstrømmen gjennom røret n̊ar tanken er full. Definerer to punkter:
punkt 1 er vannspeilet og punkt 2 er rørutløpet. Se figuren under.

Bernoullis likning uten tapsledd gir:

p1 +
1

2
ρv21 + ρgy1 = p2 +

1

2
ρv22 + ρgy2

Gjør noen forenklinger:

1. Tanktverrsnittet er A1 = 100 m2, mens rørtverrsnittet er A2 = π
(
D
2

)2
= π

(
0,15m

2

)2
≈

0, 02 m2 � A1. Vi kan derfor sette v1 ≈ 0, ettersom vannspeilet vil synke svært sakte.

2. Ettersom det er en åpen tank, er p1 = p2 = p0.

3. Velger nullniv̊a ved rørutløpet, dvs. y2 = 0 slik aty1 = h.

Dette gir at

ρgh =
1

2
ρv22 ⇒ v2 =

√
2gh ((Torricellis lov))

v2 =
√

2 · 9, 81 m/s2 · 10 m

= 14, 0 m/s

≈ 14 m/s
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Volumstrømmen blir da

q = A2v2

= π

(
D

2

)2

· v2

= π ·
(

0, 15 m

2

)2

· 14, 0 m/s

= 0, 247 m3/s

≈ 0, 25 m3/s

b) Rørets friksjonsfaktor f bestemmes ut fra Moodys diagram som funksjon av Reynoldstallet
NR og relativ ruhet ε

D for røret. Metoden blir alts̊a:

1. Beregn Reynoldstallet NR = ρvD
η . Her er farten v gitt fra sensoren i røret, mens tetthet ρ

og viskositet η er tabellverdier.

2. Beregn relativ ruhet ε
D ut i fra rørets gitte ruhet ε og diameter D.

3. Følg kurven som tilsvarer riktig relativ ruhet mot venstre til den skjærer den vertikale
linjen x = NR - friksjonsfaktoren f er y-koordinaten til skjæringspunktet.

c) Definerer punkt 1 og 2 som de respektive vannspeilene, som figuren under viser:

i) Bernoullis likning mellom punkt 1 og 2 med tapsledd hf for rørfriksjon og he for tap i inn- og
utløp:

p1
ρg

+
1

2

v21
g

+ y1 =
p2
ρg

+
1

2

v22
g

+ y2 + hf + he

Her er

hf = f
L

D

1

2

v2r/or

g

he = (ζ1 + ζ2)
1

2

v2r/or

g
,

der tapskoeffisienten ζ1 = 0, 80 for innløpet og ζ2 = 1, 0 for utløpet.

ii) Løser likninga for å finne volumstrømmen ved å gjøre samme forenklinger som tidligere:

1. v1 = v2 ≈ 0, ettersom tanktverrsnittene er like og røret har mye mindre tverrsnitt enn hver
av tankene. Bare det faktum at de er like, betyr at v1 og v2 kan strykes mot hverandre.

2. p1 = p2 = p0(lufttrykket)

3. Setter nullniv̊a slik at y2 = 0 og y1 = ∆h.
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Forenklingene gir at

∆h = hf + he

∆h = f
L

D

1

2

v2r/or

g
+ (ζ1 + ζ2)

1

2

v2r/or

g

1

2

v2r/or

g

(
f
L

D
+ ζ1 + ζ2

)
= ∆h

vr/or =

√
2g∆h

f LD + ζ1 + ζ2

=

√
2 · 9, 81 m/s2 · 5, 0 m

0, 022 · 4,0m
0,15m + 0, 80 + 1, 0

= 6, 41 m/s

≈ 6, 4 m/s

Volumstrømmen blir (rørtverrsnittet det samme tidligere)

q = A2vr/or

= π

(
D

2

)2

· vr/or

= π ·
(

0, 15 m

2

)2

· 6, 41 m/s

= 0, 113 m3/s

≈ 0, 11 m3/s

Oppgave 8

a) En isoterm kompresjon av en gass er en prosess som skjer s̊a sakte at gassen hele tiden
er i termisk likevekt med omgivelsene (gassen har hele tiden “tid” til å utjevne temperaturen
mellom seg og omgivelsene, dvs. sylinderveggen/lufta p̊a utsiden, som kan antas å ha samme
temperatur).

Sluttrykket i sylinderen n̊ar gassen komprimeres til 1
3 av sitt opprinnelige volum bestemmes fra

tilstandslikninga for ideell gass:

p1V1
T1

=
p2V2
T2

p1V1 = p2V2 (Isoterm gir at T1 = T2)

p2 =
V1
V2
· p1

= 3p1

Starttrykket p1 finnes fra starttilstanden til gassen, som er oppgitt til n = 1, 0 mol, V1 = 10 l og
T1 = 293 K:

p1V1 = nRT1 ⇒ p1 =
nRT1
V1
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Dette gir følgende for slutttykket:

p2 = 3p1

= 3
nRT1
V1

= 3 ·
1, 0 mol · 8, 314 J

mol·K · 293 K

10 · 10−3 m3

= 7, 31 · 105 Pa

≈ 7, 3 · 105 Pa

b)

i) Lufta blir n̊a komprimert adiabatisk fra starttilstanden i oppg. a) til 1
3 av startvolumet. Vi

skal bestemme sluttemp. T2 og sluttrykk p2. For en adiabatisk prosess gjelder

p1V
γ
1 = p2V

γ
2 ,

der adiabatkonstanten γ = 1, 4 for luft. Sluttrykket er gitt ved

p2 = p1

(
V1
V2

)γ
= p1 · 31,4

=
1, 0 mol · 8, 314 J

mol·K · 293 K

10 · 10−3 m3
· 31,4

= 1, 13 · 106 Pa

≈ 1, 1 MPa

Sluttemperaturen er da gitt ved

p2V2 = nRT2 ⇒ T2 =
p2V2
nR

T2 =
1, 13 · 106 Pa · 13 · 10 · 10−3 m3

1, 0 mol · 8, 314 J
mol·K

= 453 K

≈ 4, 5 · 102 K

= 1, 8 · 102 oC

c) Tegner begge prosessene i et pV -diagram. P̊a x-aksen er enheten startvolumet V1, mens p̊a
y-aksen er starttrykket p1 enheten.

Kommentar til figuren: adiabat-kurva er brattere enn isotermen, men de skjærer hverandre i
startvolumet V1 (trenger ikke å vise dette).
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