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Oppgave 1. Harmonisk oscillator
Hamiltonoperatoren H for en harmonisk oscillator i én dimensjon er gitt ved:

H = — + -mw’q
m

Her er:

N mw, . 1

© = VTN 2t

at = /%q_i‘/Lp
2h 2mhw

og posisjons-operatoren § og impuls-operatoren p oppfyller kommutatorrelasjonen:

. h

Vi kan ogsa uttrykke ¢ og p ved a og a':

. h b ) s mhw 44
q= (a +a> , D= <a —a).
2mw 2

For grunnlag for det fglgende oppgis (skal ikke vises)

aln) = Vnln—-1),
aflln) = Vn+1n+1),

der |n) er ortonormale egenvektorer til H.
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a)

b)

d)

f)

Vis (pa grunnlag av det ovenstaende) at:
6,07 =1.
Vis at den normerte tilstanden |a) gitt ved
1 o= a”
a) =exp(—=|a —=1n), 8
|a) Xp(2\|)7§m!> (8)
er egenvektor til annihilasjonsoperatoren a med egenverdi «, der « er et vilkarlig kom-

pleks tall.

Bestem forventningsverdiene for operatoren 7 = afé i tilstandene |n) og |a). Hvorfor
kalles 7 antallsoperatoren?

Vis at vi har fglgende forventningsverdier for ¢ i tilstandene |n) og «):

mlaln) = 0, )
(aldla) = /3 —(a+a%). (10)

Vis at:
Ap-Aqg=nh/2 (11)

for tilstanden |«). Beregn ogsa Ap - Aq for tilstanden |n).

Ovenfor har vi betraktet de tidsuavhengige tilstandene |n) og |a). De tilsvarende tid-
savhengige tilstandene (som er lgsninger av den tidsavhengige Schrodingerligningen) er
gitt ved:

n,) = exp (~i(n + 3)wt)ln) (12)

og

1, 5 i a”

a,t) = exp(—5lal) ) —=In,t). (13)

2 n=0 \/m
Det kan vises (skal ikke gjores her) at (n), Ap og Ag har samme verdier for |n,t) og
|, t) som for henholdsvis |n) og |a). Nar n — oo, vil da |a, t) (for a reell) og/eller |n,t)
inneholde beskrivelser som pa noen vi nzermer seg den klassiske fysikks beskrivelse av
en harmonisk oscillator? Begrunn svaret bade for |a,t) og |n,t).

Oppgitt:
For « reell gjelder:

{gla, t)]2 = 4 /% exp (—(z — V2acoswt)?) (14)

der
x = qgvmwh. (15)
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Oppgave 2. Tidsuavhengig perturbasjonsteori
Forste ordens energikorreksjon er i Rayleigh-Schrédingers perturbasjonsteori gitt ved:

AEWM = (n|AV|n), (16)

der |n) er egentilstand til den uperturberte Hamiltonoperatoren HO AV er perturbasjonen
og altsa lik H — H® der H er den aktuelle Hamiltonoperatoren.
I denne oppgaven kan du ogsa fa bruk for fplgende:

/ " dlgyal = 1. (17)

A h 0
(@|F 0, )|a) =F (—.8—> (g2 — q1)- (18)
1 0q2
Bolgefunksjonen for éndimensjonal harmonisk oscillator i grunntilstanden:
mw 1/4 9
vol@) = (55) " exp (—muwg?/(2h). (19)

o0
/ dza®" exp (—z?%) = \/7_r1 3 52n(2n ) , (20)
—0o0
dern=1,2,3,....
a) AV er ovenfor uttrykt ved den generelle formalismen. Anta at vi betrakter et éndimensjonalt
problem og at V bare er avhengig av konstanter og posisjonsoperatoren ¢. Omform ut-
trykket for )\Efll) til bglgemekanikk-formalismen (i posisjonsrommet) bl.a. ved bruk av

fullstendighetsrelasjonen, dvs. vis at:
AED = [ dav; @AV (@), (0) 1)

der 9,, er egenfunksjon til H. Benytt som kjent at ¥, (q) = (g|n).

b) Beregn grunntilstandsenergien Ey ~ E(()O) —i—)\E%l) = %hva)\E(()l) ved Rayleigh-Schrodinger
perturbasjonsteori (se pkt. a) for:

q0)_ P15
H —_— 7 22
o T 3w d (22)

og ) R R
A =H—HO = )¢, (23)

der A er en liten reell og positiv konstant.

c) Vis at for enhver kvadratisk integrerbar funksjon f gjelder folgende:

[drfHf
W > Ey, (24)

der Ej er den laveste egenverdien til Hamiltonoperatoren H.
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Vi tenker oss at vi ville benytte denne ulikheten (dvs. benytte Rayleigh-Ritz varisjons-
metode) til a beregne en gvre skranke Erg for Ey for Hamiltonoperatoren H gitt under
pkt. b). Vi tenker oss videre at vi benytter prgvefunksjonen:

f=exp(—aq®), (25)

der a er en varierbar parameter. Hvilket resultat, det for Ey i pkt. b) eller det vi her
ville fa for Frg, vil ligge naermest den korrekte grunntilstandsenergien for H? Begrunn
svaret!

(Merk at det ikke er ngdvendig med meget regnearbeid for a kunne svare pa dette.)



