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la) Et kort og fullgodt svar er at en stasjoneer tilstand |¢) er en lgsning av den tidsuav-
hengige Schrédingerligningen

Hp) = E)) (1)

der H er Hamilton-operatoren (som ikke kan veere eksplisitt tidsavhengig). Tilstands-
vektoren |¢) er en egenvektor til H med egenverdi E, og den fysiske tolkningen er at E
er energien.

At forventningsverdien av kommutatoren [A, H] er null i en stasjonaer tilstand, felger
direkte av ligning (1), slik:

([A, H]) = (V[(AH — HA)|¢)) = (Y[(AE — EA)|p) = 0.
For a regne ut (Y|AH|vy) lar vi H virke mot hgyre, og for a regne ut (¢y|H Al) lar vi
H virke mot venstre.

Her er et langt svar, som gar tilbake til definisjonen. En stasjonzer tilstand er pr. defi-
nisjon stasjonaer, altsa tidsuavhengig. I kvantemekanikken betyr det at enhver forvent-
ningsverdi

(4) = (YlAlp) 2)

er konstant i tiden nar A er en observabel som ikke har en eksplisitt tidsavhengig-
het, og tilstandsvektoren |¢) har en tidsavhengighet som fglger av den tidsavhengige
Schrédingerligningen

d
ih — =H .
ih = 16) = H )
Med dette som utgangspunkt kan vi resonnere videre pa to mater.

Resonnement 1: Hermitisk konjugering av Schrodingerligningen gir at

o d
—ih = (] = (W] H

Tidsderivasjon av ligning (2), med A tidsuavhengig og [¢) en stasjonzer tilstand, gir at

0= in 5 () =i (001) A+ wia (100 )
= ~(WIHAW) + (SlAHI) = (9] [A, H] [4)

Dette resonnementet sier ikke hva som skjer dersom A er eksplisitt tidsavhengig.

Resonnement 2, som leder fram til ligning (1): Hvis to tilstandsvektorer |¢1) og |¢2)
har den egenskapen at (y1|A|¢1) = (2| Al2) for enhver hermitisk operator A, sa ma
de vaere like opp til en fasefaktor, altsa

|ha) = € |¢1)



1b)

med en reell fase . En tidsavhengig tilstandsvektor |1, t) beskriver altsa en stasjoneer
tilstand dersom hele tidsavhengigheten sitter i en fasefaktor, slik at

[, t) = @ [y, 0) .

For at dette skal veere en lgsning av den tidsavhengige Schrédingerligningen, sa ma
|1, 0) veere en lgsning av den tidsuavhengige Schrodingerligningen, med en energi F, og

vi ma ha at
FEt

W
Av den tidsuavhengige Schrodingerligningen fplger at forventningsverdien av [A, H| er
null, som vist ovenfor.

at) =

Kommentar: En kunne tro at beviset vart her, at ([4, H]) = 0 i en egentilstand for
H, kan omformuleres og brukes til a bevise at den kanoniske kommutasjonsrelasjonen
[, pz] = ih er umulig. La for eksempel |¢)) veere en egenvektor for x, i denne tilstanden
ma vi ha at

ih = (ih) = ([z,p]) = @[z, p] [¢) = 0.

Feilen med dette forsgket pa bevis er at en forventningsverdi (A) = (|AJ)) er velde-
finert bare dersom [¢) er normerbar, altsa (1)) < oo. Vi forutsatte stilltiende at den
egentilstanden til H som vi brukte, var normerbar, altsa tilhgrte den diskrete delen av
energispektret. Denne forutsetningen burde kanskje ha veert nevnt eksplisitt. Hverken
posisjonsoperatoren x eller impulsoperatoren p, har en eneste normerbar egenvektor
med en diskret egenverdi. Det kan de ikke ha pa grunn av den kanoniske kommuta-
sjonsrelasjonen, som dette argumentet viser.

Vi bruker Leibniz-regelen
[AB,C] = ABC — CAB = ACB—-CAB+ ABC — ACB =[A,C] B+ A[B,(C]
og far at

[F-p+p-7, H = (7, H]) - p+ 7 ([p, H])) + ([p’, H]) -7+ 7 ([, H]) . 3)
Ta en komponent av 7, f.eks. x. Ved hjelp av Leibniz-regelen
[A,BC|=[A,B]|C + B[A,C]

far vi at

1 N 1 1 ih
2] = 2] = ([xapx]px + Dz [xapx]) = — Pz -

H =
[, H] 2Mee m

2Mmee

Av dette konkluderer vi at

L ih
[F,H| = —2p (4)
Me
Tilsvarende har vi at
€2 1 e e
H = — 2= = — _ip x
[P H] 47eg [ © r] deq 13 P ] ' dmeq 13



og vi konkluderer at

e 7
5 H] = —ih—— L.
[P H] ! dmeg 13

()

Her trengs kanskje en neermere forklaring. Husk at vi kan representere p, som en deri-
vasjonsoperator:

_h o

=13

Hvis f = f(z,y,2) = 1/r = 1/y/2? + y? + 22, og vi skal beregne kommutatoren [p,, f],
sa kan vi la den operere pa en vilkarlig bglgefunksjon ¢ = ¢ (z,y, z). Vi har at

Pz

_ _hO RO, _NROf
[me]l/J—pr%b—fpz%D—iax(fl/J) fiaa: =750
Altsa er hof
Med f=1/rer

of _ _1or_ =

Ox r2 Oz r3

Ligningene (4) og (5) innsatt i (3) gir at

2 2
-5+ 77, H] :m(—ﬁ?—2 . ) = ih (AT +2V) .

Me dmegr

I en stasjoneer tilstand er forventningsverdien av kommutatoren lik null, i fglge punkt
a) ovenfor, og det gir virialteoremet, at

2(T) + (V) =0
i den stasjonzere tilstanden. Hvis H |[¢)) = (T + V) [¢0) = E [¢)), sa er dessuten
T+ V) =@T+V)|[¥)=FE.

Fglgelig er
(T)=—-F, (V) =2F.

Kommentar: Dette viser at energien £ ma veere negativ for at virialteoremet skal holde.
Den potensielle energien V' er jo alltid negativ, og den kinetiske energien T er alltid
positiv. Bevis for at (I") > 0: vi har at

(T) = —

= S (o) + () + (02))

og forventningsverdien av p,2 er garantert ikke-negativ:

(p2) = Wlps 1Y) = (¢le) >0,  der o) =pa|0).



1c) Like etter at atomkjernen er blitt borte, er tilstanden fremdeles v, og sannsynlighets-
amplituden for a finne elektronet i impulsegentilstanden ¢} er

1 e’} 1 27 . o
ce = [ d%F 7 / dr r2/ d(cos @ / dip e 1hreost 7 ag
o= oy e = [ are [ ateoso) [ ag

2m > 2~ ! —ikrcos 6
= — drre ao d(cosf) e
VVmag Jo -1
o 0o o eikr _ e—ikr
= drrle @0 ———

B \/VT('CLO?) 0 ikr
2 1 © (L —ik)r (L 4ik)r
_ 77T._/ dw<e (E-ibr (a0+k)>
0
2 ag 1 B 1 2 ag  4ikag
VVmad ik \ (1 —ikao)? (1+ikao)?)  \/Vrad ik (1+kad)?

7ra03 8
vV (1+kag)?’

nar vi innfgrer polarkoordinater r, ¢ med bglgetallsvektoren k som z-akse.

Det er forresten betryggende & se at vi far samme svar om vi bytter om integrasjons-
rekkefglgen:

o0 .
L= \/W/ (cos ) / dTTQe_T(%ﬂkCOSG)

2a3
(cos ) 0

\/Vﬂao / (1 —ikag cos 6)3

. 2n a§ 1 1 B
o /Vﬂao ik \(1—ikag)? (1+ikag)?) ~~
Kontroll at den totale sannsynligheten er 1:

y - 64ma - 1 _ 64ma o0 k2
% |e:|? = 0/d3k = 04/ dk —————
s | A en? ) Ry~ e L T e

32 u?

=1
T J_ (1+u2) ’

nar vi substituerer u = kay.

Merk at c;; er impulsrepresentasjonen av bglgefunksjonen i grunntilstanden til hydrogen-
atomet (bortsett fra at normeringsfaktoren blir en litt annen nar vi normerer slik at inte-
gralet over alle impulser er lik 1, i stedet for summen over de diskrete bglgetallsvektorene).

1d) Nar impulsen er kvantisert til p= hE, sa er energien til det frie elektronet kvantisert til

=9 27,2
po P _RT
2mee 2mee




Den gjennomsnittlige energien er da (sammenlign med regnestykket ovenfor)
2 ., BPk? 6dmag B2 [ Kt

E) = a% |ez? = 04 / dk ————

2 (27)3 / ] 2 (27)3 " 2me oo (T+K2a)t

32 n? /°° ut h?
I u — ,
T 2meal J_ o (1+u?)*  2meagd

nar vi igjen substituerer u = kag.

Her har vi gjort regnestykket i impulsrepresentasjonen. Vi kan selvfglgelig gjgre det
samme regnestykket i posisjonsrepresentasjonen, da ser det ut som fglger:

=9 2
) h
2me 2me

h2
2me

/ 0 i (V240) = / &% (Vipo)* - (Vo) |

der det siste likhetstegnet bevises ved delvis integrasjon. Siden

1 _r _r 1 _
Ve @0 = — e a0 Vr=—

AV4 7ra03 \/ 7ra05 7ra05

Vipy =

er

R 1 _2r R 1 i _2r h2
(E) = —/d3Fe w0 = —5477/ drre 0 = ——
0

2me 77(105 2me%2 .

Det samme svaret kan vi fa pa en tredje mate ved hjelp av virialteoremet. Nar atom-
kjernen plutselig forsvinner, sa blir den potensielle energien til elektronet plutselig null,
men den kinetiske energien er uforandret. Den gjennomsnittlige energien til det frie
elektronet er lik den gjennomsnittlige kinetiske energien til elektronet i grunntilstanden
til hydrogenatomet, som er —F; der E; er grunntilstandsenergien,

h2

EFi=——-.
2mea02

Sannsynlighetsamplituden for & finne telefonnummeret 7 i ett forsgk er

1
c= (E7|¢) = Wik
og sannsynligheten er .
P=|c*= 0
Sannsynligheten for a mislykkes n — 1 ganger og sa lykkes n-te gang, er
pP,=(1-P)" P = o
" ©o1om

Det gjennomsnittlige antallet forsgk for en finner nummeret, er da

00 00 . p 1
<n>:;nPn:PnZln(1—P) lzmzﬁzlo,

5



2b)

2¢)

Et knep for a summere rekken er a observere at

d d 1 1
142 2, ...=—q( 20340y — _ _
+ 2z + 32 + dm( +r+az+2°+--) iz -2

Eller vi kan se direkte at
A+z+a?+23+-- )2 =1+204+322 +423 4+ .

Det gjennomsnittlige antallet forsgk med en klassisk datamaskinen er 5,5. Med denne
naive sgkemetoden er kvantedatamaskinen bare halvparten sa effektiv som den klassiske.

Merk at nar sannsynligheten for a lykkes i forste forspk er 1/10, sa kan vi ansla uten
videre at vi trenger omtrent 10 forsgk for a lykkes. Det ble ikke spurt etter noe mer
ngyaktig anslag enn som sa.

Vi sjekker at V' er hermitisk:
Vi=T" —2(lg) (o)t =1 —2((e)"(|o)) =T —2]¢)(¢| =V .

Noen lgser denne oppgaven ved a ga tilbake til definisjonen pa hermitisitet, nemlig at
(alV]b) = ((b|V'|a))* for vilkarlige tilstandsvektorer |a) og |b) :

(V) = (a|b) — 2 {ald)(d[b) = ((bla) — 2 (blB)(¢la))* = ((b]V]a))* .
Og vi sjekker at V er uniteer, det vil siat V-1 =V =V
V2= (I-2[9)(8])* =T —4]8)(¢| +4]0) (o) (| =T,
der vi bruker at (¢|¢) = 1.
Vi definerer [1)) = cos 3 |11) + sin 3 |12), og skal beregne VU |¢)).

Forst observerer vi at

U 1) = —cos B |11) + sin (3 [1ha) .

Dernest beregner vi

6 18 6 4 3
V1) = Y1) =2]9)(BlY1) = [1)——= |9) = W)ﬁ—m \?/)1>—E |1p2) = ~ W)ﬁ—g [Y2)

V10
og
2 6 2 3 4
V |th2) = [tp2)—=2|8)(¢lh2) = W)2>_\/—1_O |p) = \1/)2>—E \?/)1>—E 1p2) = % W)l>+g [Y2)
idet

(lr) = \/il_o =cosa, (lpa) = \/% =sina .

Uttrykt ved vinkelen « har vi at
V [41) = 1) —2cosalg) = (1 — 2cos?a) |1f1) — 2cos asina |1)s)
= —cos(2a) |¢1) — sin(2a) [¢2)
V [tho) = [1he) — 2sinar|¢p) = —2cos asina |¢) + (1 — 2sin®a) |1)o)
= —sin(2a) [11) + cos(2a) |12) .



2d)

Vi far at
VU [p) = —cos BV [th1) +sin BV |tha) = cosy [h1) + siny [1)a)

med

4 3
cosy = — cos 3 — B sin 8 = cos(2a) cos B — sin(2«) sin 8 = cos(f + 2a) ,

)
4
siny = g cos 3 + R sin 8 = sin(2a) cos B + cos(2a) sin B = sin(f8 + 2a) .
Vi har at
|91) = VU [¢) = cos(3) [¢1) + sin(3) [¢2)
og
cos(3a) = 1 cos o — 3 sina = 9
5 5 5V10
. 4 . 13
sin(3a) = - cosa+ — sina = —— .

5 5 5v/10

Sannsynligheten for resultatet 7 hvis vi leser av telefonnummeret i denne tilstanden er

169
zaw)zsnﬁ@a)255520ﬁwy

Allerede en stor forbedring sammenlignet med 1/10.

Videre har vi at
[¢2) = VU |$1) = cos(5a) |¢1) + sin(5a) [¢h2)

og
3
25v/10

3 4 79
in(5a) = > cos(3a) + = sin(3a) = .
sin(5a) . cos(3a) 5 sin(3a) 25vT0

Sannsynligheten for resultatet 7 hvis vi leser av telefonnummeret i denne tilstanden er

4
cos(ba) = R cos(3a) — % sin(3a) =

6241
}5(7)::sn9(5a)::6536::(L99856.

Vi kan ikke forlange mer!

Det er fullt mulig a regne ut de samme svarene rent numerisk. Vi har at

(yzamﬁn<—£{):aHMm<1>::Q32W51:0JD%H&r:OJOZﬂ6x1&V,
V10 3

og
3a = 0,3072487 , oa = 0,5120807 .



2e) Vi har sett at operasjonen (VU)" gir tilstanden

6n) = (VU)"|¢) = cos((2n + 1)a) [¢1) +sin((2n + 1)) [¢h2) .

Vi gnsker a fa sin((2n + 1)) til a bli neer 1, altsa (2n + 1)a ~ 7/2, eller

™

n~—.
4o

Nar antallet navn i telefonkatalogen, N, er stort, sa vil

. 1
a~sinag = ——

Nk

og det vil si at antallet operasjoner av typen VU bgr veere

VN

n = .

4

Antallet operasjoner er proporsjonalt med kvadratroten av antallet navn. Et sensasjonelt
svar, siden det beste vi kan fa til med en klassisk datamaskin er at antallet operasjoner
er proporsjonalt med antallet navn!

Et helt annet spgrsmal er om denne typen kvantedatamaskin noen gang kommer til
a gjore noen nytte for seg. Klassiske datamaskiner er sa raske at katalogen minst ma
inneholde mange millioner navn for tiden det tar & sgke etter et gitt nummer, spiller
noen som helst rolle. Med N = 109, for eksempel, er v/ N = 1000, og et absolutt mini-
mumskrav til kvantedatamaskinen er da at vi kan programmere inn en kvantemekanisk
tilstand med en ngyaktighet pa 1073. Det er neppe helt trivielt.

Problemet med en kvantedatamaskin er at den regner analogt, og det betyr at hvor
ngyaktig den regner, avhenger av kvaliteten pa komponentene den bestar av. Jo mer
ngyaktig maskinen er laget, jo mer ngyaktig er den i stand til & regne.

Pa 1980-tallet arbeidet en gruppe ved Danmarks Tekniske Hgyskole med a bygge en
analog regnemaskin som kunne integrere generelle differensialligninger mye raskere enn
en digital regnemaskin kan. De var stolte over & kunne oppna en presisjon pa 1073.



