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Kravene at bade v og 1)/ er kontinuerlige der potensialet er diskontinuerlig, folger av
Schrodingerligningen

h2
—5 V(@) + V(@)i(z) = Ey(e) .

Ligningen krever at den dobbeltderiverte 1" (x) eksisterer overalt, unntatt (kanskje) i
punktene z = ..., —a,0,b,a+b,... der V(x) er diskontinuerlig. /" (x) vil veere begrenset
(ikke ga mot uendelig noe sted) sa lenge 1 (x) er begrenset (og det kan vi trygt anta).
Men ¢ (z) vil veere diskontinuerlig i et punkt der V' (z) er diskontinuerlig og ¢ (z) ikke er
null. Nar den dobbeltderiverte har disse egenskaene, sa fglger det at den forstederiverte

¥(o) = [ do (@)

er veldefinert og kontinuerlig overalt. Nar den deriverte av v eksisterer overalt, sa ma
1 veere kontinuerlig overalt.

En annen metode for & overbevise seg om kontiniuiteten er a starte med et kontinuerlig
potensial som vi gjor mer og mer diskontinuerlig. Se pa intervallet —a < x < b og la
f.eks.

v
V(l‘):M for —e<z<e,
2e
mens V(z) = 0 for —a <z < —e < 0og V(z) =V for 0 < e <z < b1 fglge
Schrodingerligningen
h2
o (@) + V() = Bo(a)

eksisterer ¢ overalt i dette intervallet, og derfor ma 1’ og 1 begger veere kontinuerlige
der sa lenge € > 0. Integrasjon av Schrodingerligningen fra —e til € gir at

h2

2m

€

WO~ v = [ de(B-V@)ut).
—€

Innenfor integrasjonsintervallet er £ —V (z) mellom E —Vj og E, og ¥ (x) ma ogsa veere

begrenset der. Fglgelig ma integralet ga mot null nar e — 0, og ¢/(z) ma fortsatt veere

kontinuerlig i x = 0 etter grenseovergangen ¢ — 0. Siden 1/'(0) eksisterer, ma 1(x) veere

kontinuerlig i = 0.

Innsetting i Schrodingerligningen for —a < < 0,0 <z <bogb <z < a+b gir at
o h2a2 B h2(ﬁ2+’72)
- 2m 2m '
Vi ser direkte at
h2 2
E>~L -y
2m
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Poenget her er at
d? d?
L2 cos(Bx) = =2 cos(fz) , 2 sin(Bz) = —%sin(fz) .
For &4 fa 0 < E < Vi ma vi erstatte cos med cosh og sin med sinh, da far vi at
2 2
s cosh(Bz) = (2 cosh(fz) , s sinh(Bz) = #%sinh(fz) ,
og
W22  h2(—B%+12)
2m 2m

E =

Vi ma bruke kontinuitetskravene til 1)(x) og ¢'(z) for x = 0 og x = b. For x = 0 far vi
ligningene

A1:A2, OéBl :/8B2
For x = b far vi ligningene

As cos(8b) + Basin(b) = Ascos(aa) — Bssin(aa) ,
B (—Azsin(Bb) + By cos(b)) = a (Assin(aa) + Bz cos(aa)) .

Eliminasjon av Bs gir at
As = Ay (cos(aa) cos(3b) 2 sinoa) sin(ﬂb))
+Bs <cos(aa) sin(4t) + 2 sinaa) cos(ﬂb)) .
Eliminasjon av A gir at
By = Ay <— sin(aa) cos(3b) — 2 cos(aa) sin(ﬂb))
+B <_ sin(aa) sin(8b) + g cos(aa) cos(ﬂb)) .

Nar vi setter inn Ay = Ay og By = aBy /3 far vi at
Az =T Ay +T12By , By =151 A1 + 1% DB,
med de oppgitte formlene for 111,112,151, T5o.

Det er faktisk slik, selv om det ikke er trivielt a se det, at hgyresidene av ligningene (1)
og (2) i oppgaveteksten beskriver den samme funksjonen av E/Vj i hvert sitt omrade,
enten E > Vj eller E < Vj. Betingelsen for lgsning av ligning (1) eller (2) med hensyn
pa k er at hgyresiden er mellom —1 og 1. Figuren viser at denne betingelsen er oppfylt
i visse energiintervall, og ikke oppfylt mellom disse tillatte intervallene.

I fplge figurene 1, 2 og 3 er det et tillatt energiintervall for F/V mellom 0,3 og 0,4
(svaert omtrentlig), et band nr. 2 (like omtrentlig) mellom 1 og 1,7, band nr. 3 mellom 2
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og 3,4, band nr. 4 mellom 3,6 og 5,8, band nr. 5 mellom 5,9 og 8,89, band nr. 6 mellom
8,91 og 12,81, og et band nr. 7 fra 12,82 og oppover.

Gapene mellom hvert enrgiband er sveert sma, og blir mindre og mindre oppover, nar
energien F blir mye stgrre enn V4. Som rimelig er, siden partiklene da vil bevege seg
mer og mer som frie partikler.

I fplge teorien for elektriske ledere, halvledere og isolatorer kan vi beskrive elektronene
i t slikt stoff som om de beveger seg i et periodisk potensial uten & vekselvirke med
hverandre. I et endelig gitter er det et endelig antall tilstander i hvert enegiband, like
mange tilstander i ett band som det er atomer i gitteret.

Elektronene er fermioner og fyller opp energiegentilstandene nedenfra. Fordi elektronene
har spinn 1/2 (og energien i en tilstand er stort sett uavhengig av elektronspinnet), er
det plass til to elektroner i en energiegentilstand.

Hvis hvert atom i krystallgitteret har et like antall, si 2n, elektroner, sa fyller disse elek-
tronene fullstendig n energiband. For at de skal kunne bevege seg og lede elektrisk strgm,
ma de eksiteres opp i hgyere energitilstander. Hvis da gapet opp til neste energiband er
stort (la oss si 5 eV eller mer), sa koster det for mye energi a eksitere elektronene, og
vi har en isolator. Hvis gapet opp til neste energiband er mindre, vil noen fa elektroner
vaere eksiterte, og vi har en halvleder.

Hvis hvert atom i krystallgitteret har et odde antall elektroner, s& vil energibandene
veere fullstendig fylt, opp til et energiband som er halvfullt. Da koster det ubetydelig
energi a eksitere et elektron i det halvfylte bandet, og vi har en elektrisk leder (et
metall).

Hvis topartikkelbglgefunksjonen er v (z1,z2), og ¥ (x1,z2) = 0 for |z1| > a/2 eller
|za| > a/2, s er forventningsverdien av (z; — 22)? definert som

a/2 a/2
((z1 — 22)?) = / ) diBl/ / dwy (21 — 22)* [¢ (21, 32)[* .
—a/2 —a/2

Vi ekspanderer
(1 — 22)? =2 — 22120 + 2 .
I tilfelle 1, nar partiklene er ulike, er bglgefunksjonen

Y(x1,22) = P1(w1) P2(22) -

Da far vi at

(w12 = [ ~ day / "y (31 — 22 () G l2)
/2

“ a/2
- </ doy oy |¢1(:c1)\2> (/ dxo ‘1/)2(562)‘2)
—a/2 a2
a/2 a2
9 (/_a/2 dzy 4 \¢1($1)\2> (/_Q/Q dxg 29 |¢2($2)‘2>
a/2 a2
+ (/_a/2 dxzq Wl(l‘l)\Q) (/_a/2 dag ‘¢2($2)‘2> '

3



Enpartikkelbglgefunksjonene er normerte slik at

a/2 a/2
/ Ay by () ? = / Ay [ho(a)? = 1.

—a/2 —a/2

Videre har vi at

a/2 a/2
/ der @1 [ (1) = / Ay 2 [iha(e2) 2 = 0,

—a/2 —a/2
fordi integrandene er antisymmetriske nar vi skifter fortegn pa z; og x».

Vi substituerer x1 = au/m og far at
a/2 a\3 2 7r/2 2(12 7_(_3 T
/ day 3312 W)l(xl)‘Z = (;) a /w/2 du u? cos®u = — <ﬂ _ Z)

—a/2
11
_ 2 = _ =
- (12 27r2> '

Vi substituerer xo = au/(2m) og far at

a/2 39 [T 2 3
[ ansapivatenl = ()2 [ aut stu = 5 (-7

—a/2 s
2o L)
12 8x2

(1 — 22)%) = (% - 8%) . 0

I tilfelle 2, nar partiklene er identiske fermioner (glem spinn-statistikk-teoremet, som
sier at spinnlgse partikler er bosoner), er bglgefunksjonen

I tilfelle 1 far vi alt i alt at

1
V2
Siden bglgefunksjonene 11 og 12 begge er reelle, er

Y(x1,m2) = —= (Y1(21) Y2(22) — P1(22) P2(21)) -

(w1, 22)|* = % ([tb1 (1) ha(@2)[* — 2001 (1) o (1)t (w2) o (w2) + 1 (w2) o (z1)]?) -

Nar vi ikke skriver opp integral som er 0 pa grunn av antisymmetri, eller 1 pa grunn av
normering, far vi at

a/2 a/2
(@ -2 = 5 [ doralonteP ey [ doaf et

2 —a/2 —a/2

a/2 a)2
+2 (/_a/2 day 21 1/)1(:61)%(9:1)) (/_a/2 dag 29 1/11(332)1/)2(552))

a/2 ) ) 1 a/2 ) )
/ dwy o2 [dowa)? + 2 / dey o [ (e2)?

1
2 —a/2 2 —a/2
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Fire av bidragene her summerer opp til resultatet i ligning (1) for ikke-identiske partikler.
Det eneste nye integralet er det sakalte utvekslingsintegralet

a/2 29 w/2 1
/ dz z ¢ (x)e(x) = (ﬁ) —/ du u cosu sin(2u) = i;‘ ,
—a/2 T/ oa) qp 9
der vi substituerer z = au /7.
I tilfelle 2 far vi da alt i alt at

1 5 512
(@1 —22)’) =a <6 gz T 817r4>’

I tilfelle 3, nar partiklene er identiske bosoner, er bglgefunksjonen
1
Y1, @2) = 7 (V1(@1) 2 (w2) + 1 (2) ha(a1)) .-

Det eneste som forandres, sammenlignet med tilfelle 2, er fortegnet pa bidraget fra
utvekslingsintegralene, og vi far at

1 ) 512 >

(o1 = a2) =2 (= 2 -

6 872 8lm? (3)

Vi ser at den midlere avstanden mellom partiklene er minst for identiske bosoner og
stgrst for identiske fermioner, mens ikke-identiske partikler faller mellom de to ytter-
lighetene. Virkningen av partikkelstatistikken er omtrent som om identiske bosoner
tiltrekker hverandre, mens identiske fermioner frastgter hverandre.

Hvert elektron har spinn 1/2. To elektroner kan ha totalt spinn enten S = 0 eller S = 1.
Hvis § =0, sa ma S, = 0. Hvis S = 1, sa ma enten S, = 0 eller S, = +h.

Topartikkel spinnegenfunksjonen med S =1, .S, =h er

x1+(1,2) = x+(1) x+(2) -
Topartikkel spinnegenfunksjonen med S =1, S, = —her

x1-(1,2) = x- (1) x-(2) .

Den normerte topartikkel spinnegenfunksjonen med S =1, S, =0 er

x10(1,2) = 5 (6 (1) x-(2) + x- (1) x4(2)

Den er symmetrisk under ombytte 1 < 2, altsa x10(2,1) = x10(1,2). Det ma den veere
fordi spinnbglgefunksjonen 14 er symmetrisk, og vi far x19 av x14+ ved a operere med
senkeoperatoren

S_ =85, — iSy = Siz + Soy —i(Sly + Sgy) ,

som ogsa er symmetrisk under ombytte 1 « 2.

Den normerte topartikkel spinnegenfunksjonen med S =0, S, =0 er

xoo(1,2) = 5 (6 (1 x-(2) = x- (1) x+(2)

Den er antisymmetrisk under ombytte 1 < 2, altsa x10(2,1) = —x10(1,2). Den ma veere
antisymmetrisk fordi den méa vaere ortogonal til y1¢g, som er symmetrisk.
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Elektroner er fermioner, det vil si at den totale bglgefunksjonen
(1, mi;z2,m2) = x(m1,ma) Y(z1,22)
ma veere antisymmetrisk under ombytte 1 < 2:
U (9, mo;x1,m1) = —V(x1, my; 2, ma) .

Her er my, my = 0, &1 spinnkomponentene langs z-aksen.

Hvis det totale spinnet er S = 1, sa er spinnbglgefunksjonen symmetrisk,

X(m27m1) = X(mlva) )

og folgelig rombglgefunksjonen antisymmetrisk,

(22, 21) = (a1, 22) .

Da er den midlere avstanden, som vi har regnet ut ovenfor,

1 5 512
_ 2\ — o I
Vi —w2)) a\/6 8§72 T Rt

Hvis det totale spinnet er S = 0, sa er spinnbglgefunksjonen antisymmetrisk,
x(ma,m1) = —x(mi, ma) ,
og folgelig rombglgefunksjonen symmetrisk,

P(xo,21) = Y(21,22)

Da er den midlere avstanden

Et kort og fullgodt svar er at en stasjonzer tilstand [¢)) er en lgsning av den tidsuav-
hengige Schrédingerligningen

Hlp) = E)) (4)

der H er Hamilton-operatoren (som ikke kan veere eksplisitt tidsavhengig). Tilstands-
vektoren |¢) er en egenvektor til H med egenverdi E, og den fysiske tolkningen er at E
er energien.

At forventningsverdien av kommutatoren [A, H] er null i en stasjonzer tilstand, folger
direkte av ligning (4), slik:

([A, H]) = (V[(AH — HA)|[¢p) = (Y|(AE — EA)[¢)) = 0.

For a regne ut (¢|AH|v¢) lar vi H virke mot hgyre, og for a regne ut (|HA|¢y) lar vi
H virke mot venstre.



Her er et langt svar, som gar tilbake til definisjonen. En stasjonzer tilstand er pr. defi-
nisjon stasjoneer, altsa tidsuavhengig. I kvantemekanikken betyr det at enhver forvent-
ningsverdi

(A) = (¥lAlp) (®)

er konstant i tiden nar A er en observabel som ikke har en eksplisitt tidsavhengig-
het, og tilstandsvektoren [¢)) har en tidsavhengighet som folger av den tidsavhengige
Schrodingerligningen

d
ih— =H .
S 19) = Hy)
Med dette som utgangspunkt kan vi resonnere videre pa to mater.

Resonnement 1: Hermitisk konjugering av Schrodingerligningen gir at

Ld
i ] = (W] H

Tidsderivasjon av ligning (5), med A tidsuavhengig og |¢)) en stasjoneer tilstand, gir at

0= ing () =in( (5 wl) ) + wla (1))
= —(WIHAW) + (|AHI) = (][4, H] o)

Dette resonnementet sier ikke hva som skjer dersom A er eksplisitt tidsavhengig.

Resonnement 2, som leder fram til ligning (4): Hvis to tilstandsvektorer |¢)1) og [¢2)
har den egenskapen at (¢ A1) = (2| Alhe) for enhver hermitisk operator A, sa ma
de veere like opp til en fasefaktor, altsa

|ha) = €' |1)

med en reell fase . En tidsavhengig tilstandsvektor |1, t) beskriver altsa en stasjoneer
tilstand dersom hele tidsavhengigheten sitter i en fasefaktor, slik at

W, t) = e® [, 0) .

For at dette skal veere en lgsning av den tidsavhengige Schrédingerligningen, sa ma
|1, 0) veere en lgsning av den tidsuavhengige Schrodingerligningen, med en energi E, og

vi ma ha at
Et

o
Av den tidsuavhengige Schrodingerligningen fplger at forventningsverdien av [A, H| er
null, som vist ovenfor.

at) =

Kommentar: En kunne tro at beviset vart her, at ([4, H]) = 0 i en egentilstand for
H, kan omformuleres og brukes til a bevise at den kanoniske kommutasjonsrelasjonen
[, pz] = ih er umulig. La for eksempel |¢)) vaere en egenvektor for x, i denne tilstanden
ma vi ha at

ih = (ih) = ([, p]) = @[z, p] [¢) = 0.

Feilen med dette forsgket pa bevis er at en forventningsverdi (A) = (|AJ)) er velde-
finert bare dersom |¢)) er normerbar, altsa (i|1)) < oco. Vi forutsatte stilltiende at den
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egentilstanden til H som vi brukte, var normerbar, altsa tilhgrte den diskrete delen av
energispektret. Denne forutsetningen burde kanskje ha veert nevnt eksplisitt. Hverken
posisjonsoperatoren x eller impulsoperatoren p, har en eneste normerbar egenvektor
med en diskret egenverdi. Det kan de ikke ha pa grunn av den kanoniske kommuta-
sjonsrelasjonen, som dette argumentet viser.

Vi bruker Leibniz-regelen
[AB,C]| = ABC —CAB =ACB—-CAB+ ABC - ACB=[A,C]|B+ A[B,(C]
og far at
[F-p+p-7, H = ([, H]) - p+7- (7, H]) + ([0, H]) -7+ p- (7, H]) . (6)
Ta en komponent av 7, f.eks. x. Ved hjelp av Leibniz-regelen

[A, BC] = [A, B|C + B|A,C]

far vi at
1 . 1 1 ih
[$7H] = MM [xaPQ] = M [$7p;c2] = M ([xapx]px + Pz [xapx]) = Eepx .
Av dette konkluderer vi at
ih
P H = —¢p 7
i H) = @
Tilsvarende har vi at
e2 1 ez ez
[P H] 47eg [px, r] deq 13 Py ] ! deg 37
og vi konkluderer at
ez 7
p, H| = —ih — . 8
[p, H] = —i po— (8)

Her trengs kanskje en neermere forklaring. Husk at vi kan representere p, som en deri-
vasjonsoperator:
_h 0
Pz = 19z
Hvis f = f(z,y,2) = 1/r = 1/\/2? + y? + 22, og vi skal beregne kommutatoren [p, f],
sa kan vi la den operere pa en vilkarlig bglgefunksjon ¥ = 9 (z,y, z). Vi har at

er 110 = a6 — fpatb = 5 5= (F) = 2 5= S
Altsa er yos
e f1= 7 52
Med f=1/rer

af 1 or T

ox  r29xr 3’

8



Ligningene (7) og (8) innsatt i (6) gir at

62

2
[F-p+p-7, H =ih <—52 )
Me dmegr

) = ih (4T +2V) .

I en stasjoneer tilstand er forventningsverdien av kommutatoren lik null, i felge punkt
a) ovenfor, og det gir virialteoremet, at

2(T)+(V) =0
i den stasjonzere tilstanden. Hvis H |[¢)) = (T + V) [¢0) = E [¢)), s& er dessuten
(T)+V)=@I(T+V)|[y)=E.

Folgelig er
(T)=—-F, (V) =2F".

Kommentar: Dette viser at energien F ma vare negativ for at virialteoremet skal holde.
Den potensielle energien V' er jo alltid negativ, og den kinetiske energien T er alltid
positiv. Bevis for at (I") > 0: vi har at

1

)= 5 () + (p,)) + (7)) .

og forventningsverdien av p,2 er garantert ikke-negativ:

2y = WIp2 ) = (¢l¢) >0,  der ) =p,[0).



