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Se ogé oppgitte formler A side 5 i oppgavesettet.

Alle delspgrsmal teller likt.
Oppgavene er utarbeidet av @yvind Borck og Ola Hunderi.

Oppgave 1

Hohenberg og Kohn har vist at & beregne grunntilstandeatforangepartikkel-
system er det samme som a finne den elektrontetthgt®nsom minimaliserer
energifunksjonalen

Eln] = / dr n(r)vae (r) + Fl1]

hvor ves (1) er et eksternt potensial.
a) F'[n] er enuniversellfunksjonal av elektrontettheten. Hva innebaerer det?

Du skal na, med Hohenberg-Kohn—funksjonalen som utgamdgsfinne en tilnsermet
lasning for grunntilstanden til et atom. Det eksterne psig@et v (r) er da
Coulomb-potensialet:

Ze?

dmegr

Vekst (I') =



Funksjonaler'[n] ma approksimeres. Vi skal bruke Thomas-Fermi—approksjomen,
det vil si:
F[n] = Trr[n] + Enln]

der

Tosfo) = A, [ den?l'()

med A, = 2-1*(37%)*/* er Thomas-Fermi approksimasjonen til den kinetiske

energien, og
d /
/ / 47r€0|r — r’|

er Hartree-energien. Vi skal anta fglgende form for elakiiettheten:
n(r)=Ce "/
derC' er en normaliseringskonstant @ger en variasjonsparameter.

b) BestemC' ved & normalisere elektrontettheten slik at det totalalhatek-
troner for atomet er likV.

c) Vis at:
NZ
EekSt(R) = /drvekst(r)n(r) = —01?
N5/3
TTF<R) =) R2

5 e? N?
EH(R) n 3_2 (477'80) f

og bestem koeffisienterte, og C;.
d) Finn en approksimasjon for grunntilstandsenerdign og grunntilstandse-
lektrontetthetem g () som funksjoner aw og 7.
e) Vis at for et ngytralt atom, sa er
Eas(Z2) = —C327°
og bestem koeffisientefs.

Thomas-Fermi—modellen for et atom kan Igses eksakt, og maarfda at’; =
1,53749024 Ry.
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f) Sammenlign med din verdi, og kommenter.

g) Figuren over viser et plot av elektrontettheten for xen®Bammenlign med
din elektrontetthet og kommenter.

h) Approksimasjonen vi har valgt fdr[n| er noksa grov. Hvilke effekter har
vi utelatt?

Oppgave 2

a) Tenk tilbake pa hvordan Dirac utledet sin relativistidigning for elek-
troner, ga fram pa samme mate og utled en relativistiskitig for enmas-
selggm = 0) spinn—%-partikkel. Spesifiser betingelsene eventuelle matriser
i likningen din ma tilfredstille.

b) Vis at man i dette tilfellet kan benytte de to Weyl-liknamge:

0_‘1’ = dco - VU
ot

hvor ¥ er entokomponents bglgefunksjon, ag = (o,,0,,0.), hvor o;
(1 = x, vy, 2) er Pauli-matrisene. Hvorfor kan man ikke bruke Pauli-nsatre
narm # 0?

c) Vis ved a anta en planbglgelgsningat £pc.



Oppgave 3
| kvantisert stralingsteori kan det elektromagnetiskit@gootensialet skrives

h ik-r —ik-r
A(I‘, t) = E €K1/ 2V€0wk <ak7)\ elk + CLL’)\G k )
kA

nar vi velger & bruke Coulombjustering/ (- A = 0) og lar feltet veere begrenset
til en boks med volunY” og med periodiske grensebetingelser.

a) Hva erey , ax .\, 09 aLA i dette uttrykket? Hvilke betingelser medfarer
Coulombjusteringen fogy , ogk?

Sannsynligheten for en overgang fra en tilstaidil en tilstand| f) er i farsteordens
tidsavhengig perturbasjonsteori gitt ved den gyldne regel

27
Winfp = — |M|? p(Ey)

Her erp(Ey) tettheten av slutt-tilstander o matriseelementstf|V'|i), hvorV/
er perturbasjonsdelen av Hamiltonoperatoren. Pertushag))” er

&

2

€
A CA) 4+ — A2
2m( p+p )+2m

v

(Vi ser bort fra spinn.)
b) Vis at dersom vi velger Coulombjustering, sa er
e e?
V=—A p+_—A*
m 2m
c) Tenk deg at du skal beregne levetiden for spontan emisguyftil 1s-
tilstanden til atomeert hydrogen. Hvilke(t) ledd vil bidiemhatriseelementet
M til laveste orden? Begrunn.

d) Hvilke andre overganger er tillatt ved deeksitasjon4petilstanden i den
elektriske dipolapproksimasjonen?



Oppyitt

Noen fundamentale konstanter og omregningsfaktorer

hi=1,05457
e=1,60218
¢ =2,99792
g0 = 8,85419
me = 9,10953

1073 Js

-107® C

-10% ms™!

. 10—12 C2N—1m—2
107 kg

1Ry = 13,60570 eV
1eV=1,60218-10""J

Gammafunksjonen

['(s) —/ dttsle™ 5>0

0

[(1/2) = Vr,

En nyttig utvikling

1 1
r —r/| _FZ

lm

r(1)=1

)

A7
20+ 1

r

T/

(

I'(n+1)=nl(n)

) Vi (6.0)Yin (0. )

narr > 1/, og medr og s’ byttet om narr < r’. De sfeerisk harmoniske

funksjonene},,, (0, ¢) er ortonormerte

/ QY (0, 6) Vi (0, 6) = S

0g jeg minner om at

Vi —
00 /_47'('

Paulimatrisene

o=

0—i
10

). =) o

10

10
0-1

)
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Final exam TFY4210: Applied Quantum M echanics

Wednesday May 23, 2007
Duration: 09.00-13.00
English

The exam consists of three problems on 5 pages, includingpage containing
fundamental constants and formulas.

Allowed help: C.
K. Rottmann: Matematisk formelsamling
@grim og Lian: Stagrrelser og enheter i fysikken
Calculator approved by NTNU, with empty memory.
See also formulas on page 5.

All questions have equal weight.
Problems by: @yvind Borck and Ola Hunderi.

Problem 1

Hohenberg and Kohn has shown that to find the ground state @ng-marticle
system is equivalent to finding the electron density) that minimises the energy
functional

Eln] = /dr n(r)Vext (r) + Fn]
whereuv.(r) is an external potential.
a) F[n]is auniversal functional of the electron density. What does that mean?

You shall now, with the Hohenberg-Kohn functional as a stgrpoint, find an
approximation for the ground state energy and electroniieatan atom. The
external potentiab., (r) is the Coulomb potential:
Ze?
dmegr

Vext (I') =

1



The functionalF'[n] must be approximated. We shall use the Thomas-Fermi ap-
proximation, that is:

F[n} = Trr[n] + Enln]
where

Tosfi) = A, [ den®/()

with A, = 2—#*(37?)** is the Thomas-Fermi approximation to the kinetic en-

ergy, and
/ /d 47r€0|r—r’|

is the Hartree energy. We shall approximate the electrositieby:
n(r)=Ce "/
whereC' is a constant an® is a variational parameter.

b) Fix the constanC’ by normalising the electron density such that the total
number of electrons for the atom ig.

c) Show that:

NZ
Eext(R) = /drvext( )n(r) - —017
N5/3
TTF<R) =) R
5! 1 N?
Eu(R) = 32 (47r50) R

and fix the coefficient§’; andCs.
d) Find an approximation for the ground state eneffgy; and the ground state
electron density.¢s(r) as functions ofV and~.
e) Show that in the case of a neutral atom
Eas(Z) = —C3Z7/3
and find a value the coefficient;.

The Thomas-Fermi model for an atom can be solved exactlypaedhen finds
thatC; = 1.53749024 Ry.
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f) Compare with your value, and comment.

g) The figure shows a plot of the electron density for Xenonm@are with
your electron density and comment.

h) The approximation we have chosen fojn| is rather crude. Which effects
have been neglected?

Problem 2

a) Recall Dirac’s reasoning for his relativistic equation &lectrons, and pro-
ceed in similar fashion to deduce a relativistic equatiorafimassless (m =
0) spiq-% particle. Spef:ify clearly the conditions on any of the ncasi
occurring in your equation.

b) Show that in this case it is possible to use the two Wey! egjust

0_‘1’ = dco - VU
ot

whereV is atwocomponent wave-function, artl = (o,,, 0,, 0,), whereo;
(1 = z,y, z) are the Pauli matrices. Why is it not possible to use theiPaul
matrices whemn # 07?

c) Use a plane-wave solution to show tliat +pc.



Problem 3
In quantized radiation theory, the electromagnetic veptaential can be written

h ik-r —ik-r
A(I‘, t) = E €K1/ 2V€0wk <ak7)\ elk + CLL’)\G k )
kA

when we choose the Coulomb gaudeé-(A = 0), and when the field is contained
within an enclosure of volumg& with periodic boundary conditions.

a) What areey », ax x, 09 “LA in this expression? Which conditions does the
Coulomb gauge imply foey , andk?

The probability for a transition from staie) to state|f) is in first order time-
independent perturbation theory given by the Golden rule

2T
wig = = M p(Ey)

Here,p(E) is the density of final states add the matrix elementf|V'|i), where
V' is the perturbation part of the Hamiltonian. The perturtraii’ is

2
(& €
=—(A- “A)+ —A?
V=5 (A-p+tp A)+
(We neglect spin.)
b) Show that in the Coulomb gauge
(& 62
V=—A.-p+_—A°
m 2m

c) Imagine that you are given the task to calculate the iffeetof spontaneous
emission from thelp to the 1s state of atomic hydrogen. Which term(s)
in V' will contribute to the matrix element/ to lowest order? State the
reasons for your choice.

d) Which are the other allowed transitions within the elieatiipole approxi-
mation when a hydrogen atom is de-exited from4pestate?



Some formulas and fundamental constants

Fundamental constants and conversion factors

h =1.05457
e =1.60218
c=2.99792

g0 = 8.85419

21073 Js
107 ¢
2108 ms™!

. 10—12 C2N—1m—2

me =9.10953 - 107! kg

1Ry = 13.60570 eV
1eV =1.60218-107*J

The gamma function

[(s) —/ dtt*te™ 5>0

0

[(1/2) = Vr,

A useful expansion

1 1
r —r/| _PZ

lm

ra=1 I'(n+1)=nl(n)

A7
20+ 1

r

)G

) Vi (6.0)Yin (0. )

T/

(

whenr >/, and withr andr’ interchanged when < 7’. The spherical harmon-
ics Y, (60, ¢) are orthonormal

/ ALY, (0, 6) Vi (0, 6) = S

and | remind you that

Vi —
00 /_47'('

The Pauli matrices

o=

0 —i
10

10
0-1

) =) (1)

10



