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Lgsninger
la) Vi har at
(F+ed)? =p%+ep-A+eA-p+e*A?.
Her er p'- A= /_1‘13', fordi A, = —By/2, Ay = Bz/2, A, =0, og dermed p, A, = Aypy,

pyAy = Aypy, p.A, = A,p,. Eller mer generelt: nar vi velger gauge (justering) slik at
V-A=0,s4erp-A=A-p, fordi

7 A = —ihV - (Ay) = —ih(V - A)op —ihA-Vip = A pip
for en vilkarlig bplgefunksjon 1 = (7). Dermed har vi at

1 . .
H=—(72+2A 7+ 4%+ 8.8
2m m
1 22 B
- (ﬁz + eB(—ypy + zpy) + ¢ (22 + y2)> + % S, .

2m 4

Vi setter inn L, = zp, — yp, og w = eB/m og far det oppgitte uttrykket

p? 1 20,2 2 w
H:%—i-gmw (z +y)+§(LZ+QSZ).

De fire operatorene H, p,, S, og L, kommuterer innbyrdes, og kan derfor kvantiseres
samtidig, det vil si at de har et fullstendig sett av felles egenfunksjoner. For en felles
egenfunksjon 1 gjelder at

Hy = Evy, Py = hk) Ly =myhy, Sp =mgship,

der E, k,, m;=0,1,2,... og ms = £1/2 er kvantetall for henholdsvis H, p,, S, og L,.
Her er det to ledd i Hamilton-operatoren H som bare gir konstante bidrag til energien
E, nemlig p2/(2m) = h%k2/(2m) og wS, = mshw (leddet wL,/2 = myhw/2 gir ogsi et
konstant bidrag til E, men i tillegg er egenverdien til p2 + py2 avhengig av m;).

Derfor kan vi lgse det tredimensjonale problemet ved a lgse det todimensjonale proble-
met der Hamilton-operatoren er

2, .2
Dy + D 1 2, 92 2y, W
gt Py Y (L, +2msh) .
5 +8mw(x +y)+2(z+ mgh)

1b) Det er enklest & verifisere formlene ved & regne baklengs. Vi har at
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1c) Derivasjonsoperatorene 0d/0u og 0/0u* virker som om u og u* er uavhengige variable.
Derfor er

% Yn = N, % (un e TH¥ ) =N, (nun—l — ’)’U*un) e Yuu (% _ 'yu*) b

%"/}n — Nn 83* (un e Yuu ) — Nn (—7u”+1 ef'yuu*) _ —7U¢n ‘

Det gir da at

0 P
Latpn =1 (0 5oz — u g ) Yo =~

Dessuten gir det at
82
Ou Ou*

(=yutpn) = —v4hn — yu <% - W*) Pn

(n+ 1)y +72|uf?)

¢n:82
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Fglgelig er

2h 92 1 w
H' n = \"_— o 2 2 a5 Lz - n
¥ ( m  Ou ou* + 8 mw” ful” + 2 ( h)> ¥

2h? 1
= (—— (=0 + Dy +Pul?) + g me?ul® - 5 (n+ 1)ﬁ> n -

m

For at 1, skal bli en egenfunksjon for H’, m4 vi eliminere de to leddene med |u|?, o
det gjor vi ved & velge

_mw
T
Vi ma velge v > 0 for at 9, skal bli kvadratisk integrerbar. Det gir at

2

H', = (%(n—l—l)y—g(n—i—l)h) Yo =0.

Energien (dvs. egenverdien til H') er altsi E' = 0. Vi har en Hamilton-operator som
beskriver en harmonisk oscillator, med et tilleggsledd som er energien til spinnets mag-
netiske moment i magnetfeltet. Spinnenergien kansellerer ngyaktig nullpunktsenergien
til den harmoniske oscillatoren, slik at den totale energien blir null.

Vi skal vise ortonormalitet i to dimensjoner (ikke i tre dimensjoner!)

Dyvs., vi skal vise at

/ dx/ dyzﬁkq/;n—/\/k/\/'/ dm/ dy (u ue27‘“|2—5k

Med polarkoordinater r, ¢ definert ved at u = re'?, er

00 0 5 2w
/ d:Ij/ dy (u*)k u” 6*2’Y|’U“ / d(,O/ rdr ,rk+n i(n—k)p 67271"
—00 —00
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Det bekrefter at de oppgitte normeringskonstantene er korrekte,

(2y)n+1
an!

Np =

Vi har at il
|¢n|2 _ (2’7) ' ,),,271, 67277"2 .
!
Det er klart at i, — 0 nar r — oo.
Det er like klart at [4o]2 = (2y/7) 2" er maksimal for r = 0.
For n > 0 gjelder at v,, — 0 svaert raskt, nemlig som r??, nir r — 0, og dessuten at

|pn|? er maksimal for en verdi av r der

d
d(r?)

2

|¢n|2 — |Nn|2 (’I’L’f’2(n_1) _ 2,Yr2n)e—2’yr ’

m 2nh
T = TTL = -_— = - .
V 2y \/ mw

Vi kan altsa si med en viss rett at i tilstanden 1, er elektronet lokalisert i naerheten av
periferien til en sirkel om origo med radius r,.

0=

dvs. for

2a) Vi har at

L | Npul™ e Yml® AL uf e Yuf?
Ymn = 51 Nm u27n e—7|u2‘2 Nn u2n efﬂu2|2

1 2 2

_ No N (uu — g0 e~V +uzl?)

Og tilsvarende er
uf w™ ul
1 lk 1m ln —y(Ju1 |2+ uz|*+|us|?)
'l/)kmn i NkNmNn U’2 U’2 U2 € .
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Vi ser at ¥, er en sum av to produktbglgefunksjoner, og at ¥g;,m, er en sum av 3! = 6
produktbglgefunksjoner.

Vi har f.eks. at produktbglgefunksjonen u/"ug e er en egenfunksjon for
L, = L1, + Lo, med egenverdi —(m + n)h, og en egenfunksjon for H® = HY + HY med
egenverdi 0 + 0 = 0.

Det samme gjelder for produktbglgefunksjonen u*uq" e_"Y(‘“l‘Q‘H“?‘Q), og dermed ogsa
for Y.

Pa tilsvarende méte er gy, en egenfunksjon for L, = L1, + Lo, + L3, med egenverdi
—(k+m+mn)h, og en egenfunksjon for H® = HY + HY + HY med egenverdi 0+0+0 = 0.

1] +]uzl?)

2b) Vi har at
Y5 = Ny (uf — 3ufug + 3ujud — uj) e~ (w1 * +luzl?)



2¢)

De Slater-determinantene som inngar her, er

1 2 2
oz = —= NoN3 (ufu] —Uio’uzo)e_wul‘ el
V2!

1

_ 2 2
NN, (ullu22 _U12U21)e Y(Jur[*+uzl?)

Og vi ser at

2 3v2 272
Py = N (—A% 1/103—1-/\?\//\;21/112) ZNQL’/# (—m¢03+3\/ﬁ¢12)

2

= Ny (1227%)5 (—to3 + V3112) = % (—to3 + V3112) -
Det siste uttrykket er opplagt en normert bglgefunksjon, fordi g3 og 112 er ortonormale.
Siden g3 og 112 begge er egenfunksjoner for L, = L1, + Lo, og HY = H? + Hg med
egenverdier henholdsvis —3% og 0, gjelder det samme for Laughlin-bglgefunksjonen 1.
Pa tilsvarende mate er 1/;§ en egenfunksjon for L, = Ly, + Lo, + L3, og for
H° = HY + HY + HY med egenverdier henholdsvis —9% og 0.
Hvordan kan vi generalisere til 1% ? Vel, egenverdien til H° = HY + HY + .- + HY i
tilstanden 1/;]LV kan ikke bli noe annet enn 0.
Egenverdien til L, = L1, + Lo, + -+ + Ly, blir =3N (N — 1)%/2, det ser vi ved a telle
potenser av alle faktorene uy,uo, ..., un. Hver enkelt faktor uy,ue,...,uy gir et bidrag
—h til den totale banedreieimpulsen L.

Dersom N = 2, og de to elektronene er i tilstanden ,,,, sa er sannsynligheten for a
observere et elektron i en-elektrontilstanden ; lik 1 for j = m og for j = n, og lik 0 for
alle andre verdier av j. Den totale sannsynligheten, summert over alle verdier av j, er
lik 2, fordi vi har to elektroner.

Formelt sett kan vi resonnere slik. To-partikkeltilstanden er

Pmn(L,2) = atpm (1)Pn(2) + B (1)hm(2) ,

der « = —f = 1/v/2. Denne antisymmetriserte bplgefunksjonen er en superposisjon
av tilstandene 9, (1), (2) (med elektron 1 i tilstanden 1), og elektron 2 i tilstanden
Pn) 08 ¥n (1)), (2) (med elektron 1 i tilstanden 1), og elektron 2 i tilstanden )y,).
Sannsynligheten for & finne elektron 1 i tilstanden 1y, er da |a|?> = 1/2, sannsynligheten
for 4 finne elektron 2 i tilstanden 4, er |5|?> = 1/2, og disse to mulighetene ekskluderer
hverandre. Sannsynligheten for a finne enten elektron 1 eller elektron 2 i tilstanden ,,
er folgelig |a|? + |B|?> = 1. Tilsvarende er sannsynligheten for 4 finne enten elektron 1
eller elektron 2 i tilstanden 4, lik |3|> + |a|? = 1. Og alle andre tilstander enn v, og
1, er uaktuelle.

Dersom vi har to elektroner i Laughlin-tilstanden

1

Wi = 3 (=%o3 + V312) ,

sa er sannsynligheten 1/4 for to-partikkeltilstanden 13 og 3/4 for to-partikkeltilstanden
1p12. Sannsynlighetene p; for a finne et elektron i en-partikkeltilstandene 1); er da som
folger:

p0=p321, p1=p2=1, ps=ps=...=0.



2d)

3a)

Dersom vi har tre elektroner i tilstanden )y, er p; = 1 for j =k, j =m og j =n, og
pj = 0 for alle andre verdier av j.

Dersom vi har tre elektroner i Laughlin-tilstanden

Py = \/% (=036 + V6 Yoas + V3 126 — V6 135 + V15 1h234) |

sa har vi folgende sannsynligheter: posg = 1/31 for trepartikkeltilstanden o3¢, poss =
6/31 for trepartikkeltilstanden 1p45, og sa videre. Vi har da at:

7 9 18
Po = Po36 + Poas = 31 P1 = P126 +P135 = 31 P2 = P126 + P234 = 37
. 22 N 21 12
P3 = Po36 T P135 T P234 = 31 P4 = Po45 T P234 = 31 Ps5 = Po45 T P135 = 31
4
P6 = Po36 + P126 = 37 pr=pg=...=0.

Merk at pg + p1 + - - - + pg = 3, som naturlig er nar antallet elektroner er 3.

For Laughlin-bglgefunksjonen 1% med N stor vil det skje (formodentlig og grovt sett)
at pj = 1/3 for j =0,1,2,...,3N, mens p; =0 for j > 3N. Det vil (trolig) alltid veere
kanteffekter for j =~ 3N.

Viser at N =2 og N = 3 ikke er sarlig gode tilnserminger til N = oo, i den forstand
at ndr sannsynligheten for en en-partikkeltilstand ikke er null, er den som regel ikke
naer 1/3. Grunnen til at vi ikke kan regne 2 og 3 som asymptotiske verdier av N, er
tydeligvis at N-partikkelsystemet har en kant som har en viss bredde (kanten er det
overgangsomradet, dvs. de verdiene av j, der p; — 0).

Dersom sannsynligheten er 1/3 for & finne et elektron i en-elektrontilstanden 1);, for alle
j=0,1,2,..., sd er antallstettheten av elektroner konstant i hele planet:

1 & 1 & (2y)7 1! S, 2y 2 o2
n(ey) = 3 2 Wi yl* = 3 30 =5 P e = h el e
= = !

2y _mw _eB
3t 6rh 3k

Den egenskapen ved bglgefunksjonene % som gjor at Coulomb-energien er liten i en
slik tilstand, er at den gjennomsnittlige avstanden mellom elektronene er stor.
Forventningsverdien av Coulomb-energien er

O
Eo = / dz; dy; dz; dy;
23213-1 1590 4 mep |u; — uj|

Absoluttvadratet av bplgefunksjonen inneholder faktoren |u; — u;|%, som sorger for at
Coulomb-frastgtningen bidrar lite til energien.

Betingelsen for at A(7) er en hermitesk operator, er at
(A(M)' = A7) .
Nar vi bruker Fourier-rekkeutviklingen, har vi at

A’,,:») T_Ze—lkr _'E :ZeiE.F(A;E)T )



Betingelsen pa Fourier-komponentene er derfor at

(A )t =A4;.

T
2
o h
Y - 7 = (a_. f
(A_p)' = (}\2::1 “—Ex\ 2e0cky (a—k,A+aE,A)>
2
. | _h f 'y
B A=1 e__’,)\ 2600kv (a*EaA + aE’A) - E '

Vi antar at polarisasjonsvektorene €\ or reelle, og at €_ Fa = %

At B(7) = V x A(7) er hermitesk, folger direkte av at A(7) er hermitesk, ettersom V
er reell.
Vi kan ogsa verifisere betingelsen pa Fourier-komponentene av B(7), at

— — —

(B )l =(-ikxA ) =ik x (A ;) =ik x A; = B

Endelig verifiserer vi betingelsen pa Fourier-komponentene av E(7):

N R hck t T
(E_p' = 1)\2_:16—15,)\ 20V (a_pa—af,)
2
) . | hck [ + o
- _1/\—1 €k m (aflz)\ B a,];,)\) Tk

3b) Vi har at

ST i S f
= [/\zzzm "€Ea E (aE,A +G—E,A) , 2:: T €\ m (aE’,A’ +G—E’,X)]

N=1
2 2
= 3 Y5 5 ) s [agy g ol ]
gyt ’ 7 2€0cVEE'Y ’ ’ ’
=0,
fordi
ar, +a ap, y, +a = |ayp aT + aT az
FATO g Gy T Ay Ex Oy R B
= Of i N 0 g o =0.



3c) Vi har at
[+ B, - A,

2, [ ek 2 T
= [1;::1m EA 2€EV (ak, - Gfk /\) Z N 7260015,]} (GE',/\' + GTE’,A’)l
2

N=
2
IE: 2:("“ i) (7 € ) 26V[_V [E kA’ Gy T a_

™

_ T
- EI’AI
A=1XN=1
2
ih oo -
= (5]-6‘,7]-6‘, . V Z(m - 6,—57)\) (’I’L - 67]-6‘7)\) 5
0¥ x=1
fordi
a:, —a az ., +al =laz,,a — 3NV
S 2 U PV kX7 Cfr —k PR —k TR
Vi kan bearbeide resultatet vart litt mer, ved & bruke at €_; , = €; ,, og skrive f.eks.
L2 2
L, pni-k S o
v DI NIV

idet vi bruker at & /k, €z, 08 €, er tre ortogonale enhetsvektorer. Det gir at

S 63) (-6 ) = i 3 (7 )=ﬁ%<ﬁ—l§ﬂ>:m-ﬁ—i(m%)(ﬁ%).

€EN —E\ kA kA 2 2
A=1 A=1 k k
For & beregne kommutatore [rﬁ e BE'] kan vi bruke at
R o o R
it By =in- (k' x Ap,) =i(i x k') - A,

= ih oL . N o
i By it By | = 0 g 5 2 ) (1 x (=R) -7 )
A=1
hi - SO
i ey Yo (A x k)& )
A=1
oL L
= 51_5,7]_5’ oV m - (n X k)
ho
=0 @ =y (m x @) -k
Vi kan si uten videre at
- B, i Ay =0,
siden EE = ik x ffﬁ, og siden vi har vist ovenfor at alle Fourier-komponentene ffE

kommuterer innbyrdes.

Det er ikke mulig & kvantisere alle Fourier-komponentene av det elektriske feltet (7)
samtidig med alle Fourier-komponentene av den magntiske flukstettheten B (7), ettersom
de ikke alltid kommuterer med hverandre. Det er altsa ikke mulig & lage et elektromag-
netisk felt med eksakt spesifiserte verdier overalt av bade det elektriske feltet og den
magnetiske flukstettheten.



