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Oppgave 1.

a)

b)

Forklar kort prinsippene for Hartree— og Hartree-Fock-metodene og forskjellen(e) mellom de to teknik-

kene.

Hartree— og Hartree-Fock-metodene er teknikker for a finne grunntilstanden i et man-
gepartikkelsystem. Begge metodene er basert pa variasjonsregning, og taktikken er a
minimere (H) under forutsetning at bglgefunksjonen er normert og gitte antakelser
om bglgefunksjonen. For Hartree-metoden antar man at bglgefunksjon er en ren pro-
duktbglgefunksjon;

U(ry,re, -+ ,rN) = P1(r1)a(re) - YN (rN),

mens man i Hartree-Fock-metoden antar at bglgefunksjonen er gitt som en Slaterdeter-
minant.

Se pa et system med to partikler med impulser p1 og p2 og posisjoner 1 og r2. La Hamiltonfunksjonen
for systemet veere
pi p3
H=—+=—=+4V +V + W
2 2 (rl) (”‘2) ("'1,"'2)7

med symmetrisk vekselvirkning mellom partiklene, altsa
W(riy,r2) = W(rs,r1).
Anta at bglgefunksjonen er gitt ved
(ry,r2) = (r1)(ra).

Vis ved en Hartree(-Fock)-fremgangsmate at dette problemet kan omformuleres til et enpartikkelproblem
pa formen

(2 + vy + ) i) = ot

og finn et uttrykk for funksjonen f(r).

Fgrst ma man finne et uttrykk for (H);

/ dr / &' (r)g* () Hp(r) ()



LosNING STF4047 ANV. KVANTEMEKANIKK, 13. MAI 2003 Side 2 av 9

Man kan bruke at forste og andre sa vel som tredje og fjerde ledd i H gir ngyaktig
samme integraler, slik at en kan skrive

) =2 [ o) [”—2 " vm] o)+ [ [ e w0 W o).

2m

Na ma man definere funksjonalen

Flo,w] =) - & ([ @rive? 1)),
som man skal ekstremalisere, altsa ved & finne variasjonen

§F = F[p, b + 6¢*] — Fap, b*]
2

_9 / d3r 60p* (v) B’—m + V(r)] Ww(r)

+ [[ @t 5wy W o)

+ [ @rdtn v s W o)

A [ droe i)
Na far vi bruk for antakelsen om at vekselvirkningen er symmetrisk, for ved & bytte navn
pa de to integrasjonsvariablene i 3. integral vil dette bli likt det 2. integralet. Dermed
blir

3 P’
5F = 2/d r oy (r) [% 4 V(r)] w(r)
w2 [[ @t 50w W) < A [ e @)

_ / r {2 [% + vm} B(r) +2 / & (1YW (1, 7 Y (r b () — Aw(r)} 5" (),

i

oF [0+

der den funksjonalderiverte er definert som vanlig. Ektremaliseringsbetingelsen er na at

oF .
3 = 0, som gir

A
51/1(7“)7

<P_2 Vi) [ E W) v =

2m

altsa er utsagnet bevist med A = A/2, og

f(r) = / a3 W (e, ) () 2.
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Oppgave 2.

Diracligningen er gitt ved

. 0 _
1ha\lf(r,t) =HU(r,t)

der Hamiltonoperatoren er
H=ca- p+ Bmd.

a) Matrisene & = (a1, a2, a3) og [ er kvadratiske N x N-matriser. Vis folgende egenskaper ved disse fire

matrisene:

i) Alle matrisene ma vaere hermitiske.

Hamiltonoperatoren ma veere hermitisk, derav fglger resultatet direkte.
i) N ma vere like.

Vi vet at ;8 = —Ba;. Derfor ma

det(ay ) = det(—fBa;) = (=1)N det(Ba;) = (1) det(a;3).

Derav fplger at (—1)" = 1, og altsd ma N veere like.

iii) Trace(a;) = Trace(B) = 0.
Vi bruker at «;3 = —fBq;, som gir, siden 5% =1 at oy = —fa;3. Videre vet vi at
sporet av et produkt av matriser er syklisk, som gir

Trace(a;) = Trace(—fa;3) = —Trace(o;55) = —Trace(«;).

Derfor ma Trace(a;) = 0. Argumentet for a vise at Trace(3) = 0 er helt tilsvarende.

b) I et ytre magnetfelt B = V x A blir Hamiltonoperatoren
H=co m+ Bmc,

der w = p + gA. Anta at Hamiltonoperatoren kan skrives som H = Ho + mc?, og anta at vi er i
ikke-relativistisk grense; altsa at Ho < mc?. Vis ved & kvadrere Hamiltonoperatoren at

1
H() ~ %aiajmﬂj,
med summasjon av gjentatte indekser over 1...3.

Kvadratet av Hamiltonoperatoren i Diracligninga gir

H2

Ala-m)(a-m) + B2mict + m(a - 76 + fa - )

Ala- ) +midh.

Det siste uttrykket oppnar vi fordi 2 = 1, og fordi # antikommuterer med alle -
matrisene, slik at de to delene av det siste leddet kansellerer hverandre. Videre er i fglge
antakelsen

H? = H? + 2Hymc? + m%c = 2Hymc? + m?c* + O(HY),

og ved & sammenligne dette med det foregaende uttrykket, ser vi at

2Hyme? = *(a - )2,
eller
1 1
Hy = %(a )t = 27 O
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C) Vis sa, ved a bruke at spinnoperatoren i Dirac-teori er

S = Z (012013,013011,011012),

at vi kan skrive )

Ho=2 —u B,

2m
og bestem elektronets magnetiske moment .

Fgrst skriver vi om resultatet fra forrige oppgave til
2
Tr—+—[aa(7r7r — mom) + agaq (3w — mm3) + eag(mams — wyMa)]
om T oy, 1@2(TiT2 271 3001 (37 173 203273 372
2 .
0 1 21
=5 t5-F [S:(m x 7). + Sy(m x )y 4+ Sp(m x 7),]
2
iy

Hy =

i
= o T n® (),

hvor vi har brukt at a? = 1 og antikommuteringen mellom c-matrisene. Na trenger vi
et uttrykk for 7 x 7. Vi vet umiddelbart at p x p= A x A =0, slik at

Tx®=(p+qA) x(p+qA)=qlpx A+ Axp)=—igh(Vx A+ AXV).

Vektorrelasjonen i vedlegget gir na at

VxAYp+AxVip=(VxAW—-AxVi+ Ax V=B,
som betyr at w x w = —ighlB, og dermed
72 q
Hy=—+—-5 B,
2m  m

og elektronets magnetiske moment er

uw=—-—=5.

4
m

Oppgave 3.
a) Regn ut eksplisitte uttrykk for £(r,t) og B(r,t). Vis kommutatorrelasjonen

I:eikw-’p] — _hke*T

Ved a bruke at %a;m = —iwgag,\ 0g %CLL = iwkaL , finner vi
2 h
E(r,t) = — é —apre®T 4+ —al e kT
(r.1) A Z kA 2Vegwi <8t k. ot kA
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Vektorrelasjonen vi brukte i forrige oppgave gir

V x (ék)\eiik'r) = kT (V x €k ) — €k ) X Vetkr — 41 (k x €k.)) eTikr

B _ ( ik-r t —ik- 7')
sz k’M/2V€0wk age” " +ay \e
E =1
2 A . .
=i) D> (kxépy) \| Ve (ak,xelk'r - aL,xe_lk'T)-
E A=l

Kommutatorrelasjonen kan finnes pa to mater; den enkleste er a virke pa en prgvefunksjon

Y =1(r);

|:eik:~r’p:| = eik:"rpw _ peik"rﬂ) — eik:-'r'pw _ (wpeik-'r + eik:-'r'pw) — _(peik-'r)w’

slik at

og videre er ‘ ‘ ‘ .
—pe*" =ihVe* " = in(ik)e* " = —hke'* .

Den andre maten er a bruke at [z, p,]| = ih og sa videre, og den oppgitte kommuterings-
regelen; fgrst skriv at

o p] - ini[(lk )", p].

Na vil [ik - 7, p] kommutere med p, slik at vi kan bruke den oppgitte relasjonen:

oo

[eik-r’p] _ Z %n [ik - r, p] (ik - 'r)n—l
n=0

Na finner vi
ik - 7, p] =1i([kyz, p] + [kyy, p] + (k. 2, p]) = i(kzihé, + kyihé, + k.ihé,) = —hk,

og dermed blir

b) Forklar den fysiske betydningen av stgrrelsene k, €, ar,n 0g aLTA. Hvilke betingelser legger det pa
storrelsene som inngér i definisjonen (1) at vi opererer i sakalt Coulomb-gauge, altsa der V - A = 07

e k : Bolgens bﬂlgevektor Har samme retning som bglgens forplantningsretning, og
storrelse |k| = =T nar A er bplgelengden.

e ép ) : Bolgens polamsasyonsretnmg. A her kan ta to verdier, 1 og 2, tilsvarende de
to ortogonale polarisasjonsretningene. Stgrrelsene (k, \) definerer tilsammen unikt
det vi kaller en mode.
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e ag  : Destruksjonsoperatoren i moden (k, ). Virker man med denne operatoren
pa en fotontilstand, vil man fa en ny tilstand med ett foton mindre i denne moden.

° aL ) : Kreasjonsoperatoren i moden (k, ). Virker man med denne operatoren pa
en fotontilstand, vil man fa en ny tilstand med ett foton mer i denne moden.

I Coulomb-gauge vil betingelsen V - A = 0 tilsvare, siden Ve'¥" = ikelF 7,

2
N h . ik- gt ik

2
: . h ik ik
=i) D (exn k) Weoon (%,Aelk " —aj e ¥ T) =0,
k A=l

som medfgrer at k- ég » = 01 alle moder. Altsa at polarisasjonsvektoren star vinkelrett
pa forplantningsretningen.

C) Skriv ned tilstandene og de tilhgrende energiene for start- og slutt-tilstandene i denne prosessen, og

bestem hvilke ledd i Hamiltonfunksjonen som har betydning for prosessen. Begrunn svarene kort.

Start- og slutt-tilstandene kan vi skrive som

i) = [i)| -+ nmen, )
L) =¥ snea —1,-0),

hvor

0) o TR olks T

(rln) = (5

1
og  (rly) = —
f Vo
Videre er start- og slutt-energiene gitt ved

E 3hw hw E th?
PT g e BrE g

Her endres ett fotontall i prosessen, og derfor ma vi ha linezer vekselvirkning i A. Ergo
er pertubasjonspotensialet gitt ved V' = = A - p.

d) Vis at
R 9/4_3/4
V) = 20 (s k) exp (-~ ?).
m7/ 4wy’ eowr VY Vo 2mwo

hvor ¢ = k — ky.

Her er det (nesten) bare a sette igang a integrere. Det er opplagt at leddet som inneholder
ag, ) er det som bidrar i summen over moder i A. Derfra vil vi derfor fa en faktor ,/ng x,

slik at vi har
S € hng . ik-r .
(fIVI]i) = m“QVeowkek’)‘ (yle™ " plei).

Na vet vi at p|¢y) = hkglrps) siden ¢ er en planbglge. For a benytte oss av dette ma
vi flytte p forbi eksponensialfaktoren. Dette kan begrunnes pa minst tre mater; For det
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forste vet vi at siden vi har at V- A = 0, sa kan p flyttes pa andre siden av A i utgangs-

punktet, og vi omgar problemet helt. For det andre kan vi bruke kommuteringsregelen
fra a), slik at

i (VrleFTpli) = e - (Vp|(p — hk)eFT (i) = e\ - (Vr|pe® T |y),

idet vi vet at ég ) -k = 0. For det tredje kan man ogsa bruke en delvis integrasjon.
Uansett er

e i’mk A
m\ 2Vew

(FIVIi) = —(€xx - Tikg) (Wyle™ 7).
———

M

Vi ma da regne ut matriseelementet . :

i 1 3/4 . ) e
M = /d3'r1/1}kc('r)elk:~r'(/}i(r) — \/—V_O (7’)7’:-(,;0) /d?,re_lkf..,.elk..,. — o r2

- () [a@treane e
VvV Vo

der vi har definert impulsoverfgringen hg. Hvis vi na legger g langs positiv z-akse, blir
q -1 = qrcos;

3/4 e
,///— 2m mwo / dr/ A0 12 sin 0 elar cos Vg 55> 7

Y-integralet gar na greit:

g : —cos 1 1 : 2
/ d) sin Qeld” cos? 172 / dne'?" = —sin(qr)
0 -1 qr
Altsa er

dm - rmwo 3/4/°O : _meg 2
M= ——xr | —— drrsin(gr)e” 22 "
Vo ( ) 0 (ar)

4t rmwo\3/4  qT _ ¢
q\/Vo( ) 4(m2—‘;;0)3/2exp[ 4 (550

ved hjelp av det oppgitte integralet. Innsatt gir dette

22 ([ wh 34 _n o
) j— e Qmmoq

. I 2v/2 34 s ¢
= — k 2mw,
V) 2V50Wk( oy h f)\/V_o (WJJO) ¢ '

2eh9/47r3/4 N\ — 5t q?
= ’ e -kp)e 2meo” |
m7/4wg’/4 gowkVVo (G- ky)

Dette er identisk med det vi skulle vise med unntak av faktoren ,/ng x, som man greit
kan sette til 1. Dette innebzerer at det fotonet som faktisk slar ut elektronet er det
eneste i den aktuelle moden. Som vi skal se, vil ikke denne faktoren uansett ha noe & si
for spredningstverrsnittet (sa lenge den ikke er null, selvsagt!).
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e) Regn ut spredningstverrsnittet do/dS2 for prosessen. Droft svaret med tanke pa hvilke retninger det er

mest sannsynlig at elektronet spres i forhold til det innkommende fotonet.

Fgrst ma vi finne w;_, ¢:

8e217/275/ 2,
3/2

_h
el U CRE
mtew %% %

) .2
wimg = 5 [(AV1)] 8B - ) =

Spredningstverrsnittet finner vi da ved & summere over stgrrelsen pa ky, men ikke
retningen, og dividere pa innkommende strgmtetthet,
do 1 Vo °
= / dky kFwi. s,

TN Wi f & 75—
dQ ]inn‘ i=f (27T)3]inn 0

kyl
nar vi lar normeringsvolumet )y veere tilstrekkelig stort. Strgmtettheten er gitt ved

NE

jinn — T

Videre kan deltafunksjonen skrives om pa folgende mate;

h2k?
S(E; —Ep) =0 <§Mo+hwk - —mf) = 2m5 <3m + 2—mwk —k?>

2 2 h? h h
2m _/m _ 9
=5 0 (Fo k).
idet vi for enkelhets skyld har definert frekvensen @ = 3wy + 2wg. Dette gir at
do 2e21?/?

> —_h 2 /m
g _ ks k2 |épn - kyl2e mwoq5<—a)—k2).
dQ ﬁm5/2w8’/2z—:ocwk/0 o ! h !

For a kunne utnytte deltafunksjonen, ma vi endre integrasjonsvariabel til n = k]% =
dn = 2ky dky. Det er ogsa mulig a gjgre dette ved a la

)=o) ()] - gt ()

idet ky alltid er positiv. Na er det ogsa nyttig a tenke seg litt om for valg av koordi-
natsystem. Et fornuftig valg er a la ég ) peke langs positiv z-akse, og k langs positiv
z-akse. Da vil

éxky=kscosd og q2 = (k — kf)2 =K%+ kj% — 2kky cos psind.

Dette valget er selvsagt ikke unikt, men sa lenge man er forsiktig med spesifikasjon av
vinkler, vil jo fysikken bli den samme. N& blir integralet enkelt, og litt opprydding gir

do e2p3/2 & — P (k24n—2,/mk cos psin ¥ m _
a0 - \/_ 5/2,,3/2 / d7]7']3/ cos” e WUO( e ’ )5 (EW_TO
Tmd 2wy “egcwy
233/2
_ e hg//2 <m®)3/2 oS ﬁe—m—%(kQ B O—=2,/%F k:cos<psm19)
VI m? 2w egew NP

2 2\ /2 hk2 @ ko [he

- ¢ (¥ cos“ ¥ exp | ——— — Yoot cos psind|.

c 2,9 2 in ¢
VT megcwr \ wo mwy  wo wo ¥V m
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Det kan sies mye om dette spredningstverrsnittet, men oppgaven spgr etter retnings-
avhengigheten i forhold til det innkommende fotonet. Denne er gitt av funksjonen
(9, ¢) = cos? ) exp(K cos psindd) der K > 0. Fgrst ser vi at faktoren cos? ¥ gjgr at det
er mest sannsynlig at elektronet kommer ut i fotonets polarisasjonsretning (¢ = 0, ),
og aldri vinkelrett pa denne (¢ = m/2). Dette er samme effekt som i den vanlige fo-
toelektriske effekten, nemlig at det er fotonets £-felt som aksellererer elektronet. Eks-
ponensialfaktoren gjor at det er mer sannsynlig at elektronet gar med k (|| < 7/2),
enn motsatt (J¢| > 7/2). Dette blir ogsa sterkere desto storre K o< |k| er. Fotonets
impuls overfgres altsa til dels til elektronet. Funksjonen f er skissert for forskjellige K
i vedlegget. (Legg merke til skaleringen av z-aksen; f(0,¢) =1 for alle ¢.)

Selv om man ikke skulle komme helt i mal med spredningstverrsnittet er det likevel
mulig a si mye om retningsavhengigheten ut fra det oppgitte uttrykket for (f|V]i), da
man vet at retningsavhengigheten til spredningstverrsnittet blir den samme som for

[r1v1m)



