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Et ark med uttrykk og formler (vedlegg 1) er heftet ved.

Sensuren faller i august.

Oppgave 1 (Teller 30 %)

Et elektron (med masse m.) beveger seg i et endimensjonalt bokspotensial med en sinusformet
“bunn”,
00 for x <0 ogfor x> 2L,
Viz) =
Vo[l + cos(2mz/L)] for 0<ax < 2L.

Potensialet er vist i figuren pa neste side, hvor det framgar at ;=5 eV.

a. eRedegjor for symmetriegenskaper (med hensyn pa punktet x = L) og antall nullpunk-
ter (i intervallet 0 < x < 2L) for grunntilstanden 1, og forste eksiterte tilstand 1 i dette
potensialet. eForklar hva vi mener med klassisk tillatte og klassisk forbudte omrader samt
klassiske vendepunkter for en energiegenfunksjon i et slikt potensial. eForklar ogsa hva vi
mener med den relative krumningen til energiegenfunksjonen, finn den relative krumningen
uttrykt ved potensialet og energien, og beskriv krumningsegenskapene i klassisk tillatte og
klassisk forbudte omrader samt i klassiske vendepunkter.
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b. Figuren viser gverst fire av energiegenfunksjonene og nederst potensialet V(x). De ho-
risontale strekene (med avstand 0.2 V5 = 1 eV) er tatt med for a gjgre det lettere a lese av
potensialverdier. eAngi (med begrunnelse) hvilke fire tilstander dette er.

Neer =0, ner =1L ognaer z=2L vil du se av figuren at den relative krumningen
har samme fortegn for alle de fire tilstandene. eHva forteller dette om de fire energiene i
forhold til 2V;,7? eHvor mange klassiske vendepunkter har vi for hver av de fire tilstandene?
eAnsla de fire energiene (i eV) ved hjelp av diagrammene.

c. Anta na at vi flytter den harde veggen pa hgyresiden fra = = 2L til x = L, slik at det
nye potensialet (V(?)) er lik uendelig for <0 og z > L og ellers har samme form som for:
V) (x) = Vo[l + cos(2mz/L)]. eForklar hvorfor grunntilstandsenergien E' { dette potensialet
er lik energien F, (for forste eksiterte tilstand) i det opprinnelige potensialet. Ogsa energien
EQC) er lik en av energiene for det opprinnelige potensialet. eHvilken?

Alle energiene og bglgefunksjonene er beregnet (numerisk) for en viss lengdeparameter L, som
ikke oppgis. eFinn et estimat for L, i enheter av Bohr-radien ay. [Hint: Ved a Taylor-utvikle
V{()(x) omkring punktet x = L/2 vil du finne at V' er tilnzermet harmonisk i et omrade

rundt dette punktet. Bruk dette til a finne en (tilnsermet korrekt) sammenheng mellom EY

og L, og finn herav et estimat for L/ag ved a sette Efc) lik den Es-verdien du fant i pkt. b.
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Mangler du sistnevnte verdi, kan du sette FEy = fV,, der f blir staende som en ukjent
tallfaktor. Oppgitt: h?/(2m.a2) = 13.6 eV ]

Oppgave 2 (Teller 22.5 %)

En partikkel med masse m beveger seg i et endimensjonalt harmonisk oscillatorpotensial,
V(z) = tmwa? — thw.

Vi)

_gm)&—/ | X ]

Energiegenfunksjonene for dette potensialet er de samme som for potensialet %mwsz, mens

de tilhgrende energiene er E,, = nhw. Ved t =0 prepareres systemet i en (normert) begyn-

nelsestilstand
1/4

(z,0) = pY4 (:73’;) exp[—pmw(z — x0)* /28],

hvor bade § og x( er stgrre enn null. Det opplyses at usikkerhetene i x og p, i begynnelsestil-
standen (dvs ved t = 0) er

h Bhmw

(A[L’)O = 9

For g>>1 er (Ax)y mye mindre enn for grunnstilstanden. Til gjengjeld er (Ap,)o sveert
stor (stor “kvantevillskap”).
Uansett valg av parametre kan bglgefunksjonen utvikles i de stasjonaere oscillatorlgsningene:

oo [e.9]

Ua,t) = 3 cathul@)e " = 3 capu(a)(e )" &

n=0 n=0

a. eLag en prinsippskisse av sannsynlighetstettheten, og angi forventningsverdien (z), av
posisjonen, i begynnelsestilstanden. eVis ogsa at (p, ), = 0.

b. eHva er den fysiske tolkningen av koeffisientene ¢, i ligning (?7?)?
For a danne oss et begrep om hvilke n som gir viktige bidrag kan vi beregne forventningsverdien
av energien. eBruk resultatene fra pkt. a og de oppgitte usikkerhetene til a vise at

1 1
(E) = zhw <6+5 —2) —0—%mw2x3.
[Hint: ( E') er tidsuavhengig, og finnes ved a addere forventningsverdiene av kinetisk og poten-
siell energi ved t = 0.]

Anta at 3 =400, mens xg er liten, la oss si &~ /h/mw. eHva er da ( E') og (n)?
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c. For t=0 har vifra ligning (?7):

U(z,0) = i)cn ().

I denne summen opphever altsa alle bidragene hverandre nesten fullstendig, unntatt for z-
verdier i et lite omrade rundt zy. Siden alle egenfunksjonene som bidrar i denne summen har
en “utstrekning” som er mye stgrre enn (Ax)y (nar § >> 1), kan vi ikke vente a finne en slik
kansellering for alle ¢. For de fleste verdier av ¢ betyr dette at “utstrekningen” av W(x,t) vil
vaere “oppblast”, og mer jo stgrre § er (dvs jo storre “kvantevillskapen” er). Men det finnes
unntak:

eVis at nar ¢ er et helt multiplum NT av oscillatorens klassiske periode T = 27 /w, saer

U(z, NT) = ¥(z,0),

dvs at bglgefunksjonen “gjenskapes” for hver gang t passerer et helt antall perioder.

Det skjer interessante ting ogsa midt mellom disse tidspunktene, f.eks for ¢t =7/2. eFinn
ut hva, ved a betrakte speilbildet av W(x,T/2), dvs ¥(—xz,T/2). [Hint: Bruk symmetriegen-
skapene til egenfunksjonene 1, (z).]

Oppgave 3 (Teller 22.5 %)

Et myon 1~ med ladning —e og masse m,, beveger seg i det elektriske feltet fra en kjerne med
ladning Ze. Vi regner kjernen som uendelig tung.

a. Systemet befinner seg i grunntilstanden, som beskrives av en bglgefunksjon pa formen
¢ = Cexp(—r/a,). oVis at dreieimpulsen i denne tilstanden er lik null. eSett inn denne
oppgitte bglgefunksjonen i den tidsuavhengige Schrédingerligningen, og finn forholdet a,/ag
mellom “radien” a, og Bohr-radien ay samt forholdet mellom grunntilstandsenergien (£,) og
Rydberg-energien h?/(2m.a2). [Disse resultatene viser hvordan “radius” og energi skalerer.|
el'inn ogsa tallverdiene av disse forholdene, nar det oppgis at Z =92 og m,/m. ~ 206.8.

b. Antana at det hydrogenlignende atomet i pkt. a fanger inn et elektron, og at hele systemet
(kjerne, myon og elektron) havner i den stasjonere tilstanden der den totale energien er sa lav
som mulig, dvs i grunntilstanden for dette tre-partikkel-systemet. (Myonet har en begrenset
levetid, men det ser vi bort fra her.) Elektronet beskrives i denne tilstanden med veldig god
tilneermelse av en bglgefunksjon pa formen

e = Coexp(—r/ae).

eForklar hvorfor, og angi hvor stor a. er. eAngi ogsa forholdet mellom elektronets energi F. i
denne tilstanden og Rydberg-energien.
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c. Etter innfangningen av elektronet vil myonet bevege seg i potensialet

A N (s
dregr  4dmey ) |r —r|

V(r) = dre,

der det siste leddet representerer frastgtningen mellom elektronet og myonet, og altsa er kom-
met i tillegg til det opprinnelige potensialet. eForklar hvorfor dette tilleggsleddet ikke pavirker
myonets bolgefunksjon (dvs at denne beholder formen funnet under pkt. a). eHvilken effekt
har elektronet pa myonets energi? [Hint: For |r| << a, er integralet i formelen over tilnsermet
lik forventningsverdien av 1/r for elektronet. Normeringskonstanten C, er lik (ra?)~/2 ]

Oppgave 4 (Teller 12%)

Hamiltonoperatoren for et molekyl er

e? a7 pe? — 7 46>

47T€07"ij A<B 47T€0RAB i A 47T€0TiA

R, o,

A i<j

e Gjor kort rede for betydningen av de ulike summene som inngar i H. (Vi har her sett bort
fra et eventuelt ytre potensial.)

e | Born-Oppenheimer—tilnaermelsen neglisjerer vi én av de fem summene i H. Hvilken, og
med hvilken begrunnelse?

e Hva innebarer Pauliprinsippet?
e Et molekyl CR1RsR3R4 er optisk aktivt dersom de fire substituentene Ry, Ro, R3 og R4 som

sitter pa det sp3-hybridiserte karbonatomet alle er forskjellige. Hvorfor er dette en betingelse?
(Dvs, hva er spesielt med 4 ulike substituenter, i forhold til om to eller flere av dem er like?)
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Oppgave 5 (Teller 13%)
En kjemisk likevekt
A= B
beskrives av fglgende energifunksjon E(x):
E
TS
E(TS) +
B
E(B)
A
E(A)
X
Xa X1s X

Her er E systemets totale energi, og x er en eller annen dimensjonslgs reaksjonskoordinat (som
generelt kan veere bade positiv og negativ).

e Diskuter hvordan kinetikken og den termodynamiske likevekten mellom de to tilstandene
A og B avhenger av de ulike energiene angitt i figuren.

Vi kan modellere en slik kjemisk likevekt med energifunksjonen

E(z) = E (m4 + 32° + x2>

e Bestem x4, x1s 0og xp. Verifiser at xrg tilsvarer et (lokalt) energimaksimum.

e Bestem aktiveringsenergien FE, for reaksjonen B — A, samt reaksjonsenergien AE =
Ey— Ep.



Vedlegg 1: Formler og uttrykk (Noe av dette kan du fa bruk for.)

Taylor-utviklingen

1
F(z) = F(x) + (v — z0) F' () + g(x — 20)?F" () + - -
Laplace-operatoren og dreieimpulsoperatorer i kulekoordinater

20 L2
o2 ror h:2?

) o2 o 1 & o
2 _ . I _ - .
L= -1 (092+C0t989+sm ea¢2>’ Le=7 35

V2 =

L,= E (—smgb 0
!

0 A h 0
20 — cot f cos ¢ ¢> L,=~— (Cosgb

0
L%, L.]=0, [L,, L, =ihL,, osv.

— cot f sin ¢ 8¢>

Relativbevegelse for to-partikkel-system

o (et 2 )+ s VI 600 = Eu)

or?  r or 2mr?
M1y
m = ———— (redusert masse); r=r; —ro.
my + 1mg

Hydrogenlignende system

Ze? Zn? h? 2 h? 1
V=2 —_ = - : En:—%(ozZ)ch = — :
dregr magr mar n? 2ma? (I+1+mn,)?
Vinkelfunksjoner
L2 R+ 1) or ol .
{ i }Ylm - { ;o Vin, 1=0.120 [ 7o [ dlcosd)¥i,Yin = Sbum:
/ [3 3 [3
Yoo = — cosf = —EEY;)z, Yis1=F sin § e
47 T 87
15 +ip 15 ., +2i¢
Y5 = (3cos?f — 1), Yo41 = Fy/— sinfcosfe"?, Y5 49 = {/ —— sin” e,
167T ’ 8 ’ 327



Endimensjonal harmonisk oscillator
B9, 1
o s At (o) = ot ()i (s ) = b

, 1/4
tho(x) = Coe ™o /2, Co = (mw) ;

mh
2mw —mwz? /2h 0 (2mw 2 —mwz? /2h

Energiegenfunksjoner og radialligning, kulesymmetrisk potensial V()

0(r,0,6) = " ¥i..0, 0

K2 d?

g Va0 W) = Bulr). Vi) = v+ LD

2m dr? 2mr?

Tidsutvikling av forventningsverdier

Ehrenfests teorem

Noen konstanter

B Arregh?

e 0.529 - 107" m (Bohr-radien);

Qo

e 1

"~ dmeohe ~ 137.0360
hQ

a*m.c® = —— ~ 13.6 eV (Rydberg-energien).
2meag

a (finstrukturkonstanten);

1
2

Noen integraler

0 n!
n _—px o
/0 z"e PPdyr = ot

u(0) = 0.



