
TFY4215 Innføring i kvantefysikk Eksamen 13. desember 2022

Oppgave 1–4: Str̊aling.
1) Plancks bølgelengdefordeling dj/dλ (dvs utsendt effekt pr flate- og bølgelengdeenhet) avhenger
kvalitativt av λ p̊a denne m̊aten: dj/dλ ∼ [λ5(exp(hc/kBTλ)− 1)]−1.
Hvordan avhenger dj/dλ av bølgelengden i den klassiske grensen kBT � hc/λ?

A) dj/dλ ∼ λ−4 B) dj/dλ ∼ λ−3 C) dj/dλ ∼ λ−2

D) dj/dλ ∼ λ−1 E) dj/dλ ∼ λ1 F) dj/dλ ∼ λ2

2) Wiens forskyvningslov uttrykker sammenhengen mellom et legemes temperatur T og bølgelengden
λ hvor dj/dλ har sin maksimale verdi. Resultatet λ·T = 0.00290 m·K utledes ved å sette d(dj/dλ)/dλ =
0 og løse den transcendente ligningen z = 5− 5e−z for den dimensjonsløse størrelsen z = hc/kBTλ.
Hvilken verdi av z gir best samsvar med Wiens forskyvningslov?

A) 2 B) 3 C) 4 D) 5 E) 6 F) 7

3) Ligningen z = 5 − 5e−z kan løses iterativt, dvs zi+1 = 5 − 5e−zi , for eksempel med startverdi
z0 = 1 p̊a høyre side.
Hvor mange ganger m̊a høyre side beregnes for å f̊a verdien av z med 4 gjeldende sifre?

A) 2 B) 4 C) 6 D) 8 E) 10 F) 12

4) Anta at jorda er ei svart kule med radius 6371 km og overflatetemperatur 287 K.
Hva er omtrent total emittert effekt?

A) 2 · 107 W B) 2 · 109 W C) 2 · 1011 W D) 2 · 1013 W E) 2 · 1015 W F) 2 · 1017 W

5) Ikkerelativistisk bindingsenergi i grunntilstanden for et elektron bundet til en kjerne med Z pro-
toner er Z2 · 13.6 eV.
Hvor stor m̊a Z minst være for at denne energien skal overstige 1% av elektronets hvi-
leenergi mec

2?

A) 70 B) 60 C) 50 D) 40 E) 30 F) 20
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Oppgave 6–10: Partikkel i boks.
Et elektron er begrenset til å bevege seg i en dimensjon, mellom x = 0 og x = L = 2.0 nm. Potensialet
er V = 0 for 0 < x < L og V =∞ ellers.

6) Hva er omtrent elektronets fart i grunntilstanden?

A) 270 km/s B) 240 km/s C) 210 km/s
D) 180 km/s E) 150 km/s F) 120 km/s

7) Hva er bølgelengden til et foton som eksiterer elektronet fra grunntilstanden til 1.
eksiterte tilstand?

A) 6.4µm B) 5.4µm C) 4.4µm D) 3.4µm E) 2.4µm F) 1.4µm

8) Anta at elektronet ved tidspunktet t = 0 er preparert i en starttilstand beskrevet ved den normerte
bølgefunksjonen

Ψ(x, 0) =

√
4

L
sin(2πx/L)

i boksens venstre halvdel 0 < x < L/2 og Ψ(x, 0) = 0 i boksens høyre halvdel L/2 < x < L.
Hva er sannsynligheten for at en m̊aling av elektronets energi gir verdien E1?

A) 0.76 B) 0.66 C) 0.56 D) 0.46 E) 0.36 F) 0.26

Oppgitt:
∫

sin z sin 2z dz = 2
3

sin3 z
∫

sin2 z dz = 1
2
(z − sin z cos z)

9) Med samme starttilstand som beskrevet i forrige oppgave,
hva er sannsynligheten for at en m̊aling av elektronets energi gir verdien E2?

A) 0.50 B) 0.55 C) 0.60 D) 0.65 E) 0.70 F) 0.75

10) Anta n̊a at elektronet beskrives av den ikke–stasjonære (men normerte) bølgefunksjonen

Ψ(x, t) =
4∑

n=1

cnψn(x)e−iEnt/h̄ med c1 = c4 =
1√
6
, c2 = c3 =

1√
3
.

Hva er forventningsverdien 〈E〉 av partikkelens energi?

A) 0.87 eV B) 0.77 eV C) 0.67 eV D) 0.57 eV E) 0.47 eV F) 0.37 eV
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Oppgave 11–14: Harmonisk oscillator.
Ikkevekselvirkende elektroner med spinn 1/2 og masse me adlyder Pauliprinsippet. Sju elektroner
befinner seg i potensialet V (x) = kx2/2, der k = 1.25 eV/nm2. Temperaturen er lav slik at termisk
energi kBT er mye mindre enn avstanden mellom de kvantiserte energiniv̊aene.

11) Hva er total utstrekning p̊a det klassisk tillatte omr̊adet for et elektron som befinner
seg i grunntilstanden?

A) 4.9 Å B) 5.9 Å C) 6.9 Å D) 7.9 Å E) 8.9 Å F) 9.9 Å

12) Anta at str̊alingsoverganger bare kan skje mellom naboniv̊aer med energi En og En±1.
Hva er bølgelengden til et emittert eller absorbert foton i en slik prosess?

A) 2.0 µm B) 3.0 µm C) 4.0 µm D) 5.0 µm E) 6.0 µm F) 7.0 µm

13) Hva er de sju elektronenes totale spinn?

A)
√

3h̄/2 B)
√

3h̄ C) 3
√

3h̄/2 D) 2
√

3h̄ E) 5
√

3h̄/2 F) 3
√

3h̄

14) Hva er de sju elektronenes totale energi?

A) 5.8 eV B) 7.8 eV C) 3.8 eV D) 1.8 eV E) 11.8 eV F) 9.8 eV

Oppgave 15–17: Endelig potensialbrønn.
I en potensialbrønn (−4.50 nm < z < 4.50 nm) er potensialet V (z) = −200 meV. P̊a hver side av
brønnen er det et omr̊ade med bredde 45.50 nm og potensial V (z) = 0. Utenfor dette er V (z) ' ∞.
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15) Et elektron befinner seg i tilstanden som vises i figuren til venstre. S̊a lenge elektronet er i det
klassisk tillatte brønnomr̊adet,
hva er omtrent absoluttverdien av farten v?

A) 330 km/s B) 300 km/s C) 270 km/s
D) 240 km/s E) 210 km/s F) 180 km/s
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16) Figuren i midten viser den av potensialbrønnens bundne tilstander som har høyest energi.
Hvor mange bundne tilstander er det i denne potensialbrønnen?

A) 13 B) 11 C) 9 D) 7 E) 5 F) 3

17) Figuren til høyre viser en tilstand der hele systemets utstrekning er klassisk tillatt.
Hva er energien til et elektron som befinner seg i denne tilstanden?

A) 9.6 meV B) 8.6 meV C) 7.6 meV D) 6.6 meV E) 5.6 meV F) 4.6 meV

Oppgave 18–20: Boks med trinn.
Bokspotensialet i figuren til venstre har verdien 2.00 eV p̊a intervallet −2.00 nm < z < 0 nm og
verdien 0 eV p̊a intervallet 0 nm < z < 2.00 nm. For |z| > 2.00 nm er V (z) ' ∞.

−3 −2 −1 0 1 2 3
z (nm)

0.0
0.5
1.0
1.5
2.0
2.5
3.0
3.5
4.0

V(
z)

 (e
V)

−3 −2 −1 0 1 2 3
z (nm)

−0.10

−0.05

0.00

0.05

0.10

ψ(
z)

−3 −2 −1 0 1 2 3
z (nm)

−0.10

−0.05

0.00

0.05

0.10

ψ(
z)

18) En måling av kinetisk energi K for et elektron som befinner seg i tilstanden i figuren i midten
vil enten gi verdien KH eller verdien KV < KH .
Hva er et godt estimat for forholdet KH/KV ?

A) 9/4 B) 8/5 C) 7/6 D) 10/3 E) 11/2 F) 12

19) Tilstanden i figuren til høyre kan med god tilnærmelse uttrykkes p̊a formen ψ(z) = C exp(κz)
p̊a intervallet −2.00 < z < 0 nm. Fra figuren leser vi av ψ(−1 nm) ' 0.025 og ψ(0) ' 0.120.
Hva er denne tilstandens inverse inntrengningsdybde κ?

A) 1.27 nm−1 B) 1.57 nm−1 C) 1.87 nm−1

D) 2.17 nm−1 E) 2.47 nm−1 F) 2.77 nm−1
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20) Hvis vi flytter de harde veggene (der V → ∞) litt (ca 0.5 Å) inn mot midten, endres energi-
egenverdier og tilhørende bølgefunksjoner. Tilstanden beskrevet i oppgave 19 ser n̊a slik ut:
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Hva er energiegenverdien til denne tilstanden?

A) 2.0 eV B) 2.5 eV C) 3.0 eV D) 3.5 eV E) 4.0 eV F) 4.5 eV

Oppgave 21–24: Tredimensjonal boks.
Energiniv̊aene for elektroner (fermioner; to spinntilstander for hver romlige orbital) i en tredimen-
sjonal kubisk boks med sidekanter L er

E = E0

(
n2
x + n2

y + n2
z

)
.

Her er E0 = h̄2π2

2meL2 , og kvantetallene nx, ny, nz er positive heltall.

21) Hva er total degenerasjonsgrad (inklusive spinndegenerasjon) til energiniv̊aet 14E0?

A) 16 B) 12 C) 10 D) 8 E) 4 F) 3

22) Tillatte energier mindre enn 14E0 er 3E0, 6E0, 9E0, 11E0, 12E0. Hvor mange elektroner med
energi mindre enn 14E0 kan vi ha i denne boksen?

A) 10 B) 14 C) 18 D) 22 E) 26 F) 30

23) Anta at boksen har sidekanter L = 5.00 nm og inneholder 13 ikkevekselvirkende elektroner.
Hva er disse elektronenes totale energi n̊ar systemet er i sin grunntilstand?

A) 4.3 eV B) 3.3 eV C) 5.3 eV D) 1.3 eV E) 0.3 eV F) 2.3 eV

24) Anta at et elektron befinner seg i en tilstand med skarp dreieimpulskomponent Lz.
Hvilken størrelse kan da være skarp samtidig?

A) pz B) py C) px D) Ly E) Lx F) y
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Oppgave 25 – 29: Hydrogenatomet.
Energiegentilstandene med n = 3 i hydrogenatomet er

ψ3lm(r) = R3l(r)Ylm(θ, φ)

med radialfunksjoner

R32(r) =
4

81
√

30a
3/2
0

(
r

a0

)2

exp(−r/3a0)

R31(r) =
8

27
√

6a
3/2
0

(
r

a0

− r2

6a2
0

)
exp(−r/3a0)

R30(r) =
2

3
√

3a
3/2
0

(
1− 2r

3a0

+
2r2

27a2
0

)
exp(−r/3a0)

og med sfæriske harmoniske som i formelvedlegget.

r

|R
3l
|2

1
2

3

25) Figuren viser |R3l|2 for l = 0, 1, 2 for 0 < r < 10a0. (Vertikal akse er individuelt skalert for de
tre funksjonene.)
Hva er korrekt nummerangivelse?

A) 1: |R30|2 2: |R31|2 3: |R32|2
B) 1: |R30|2 2: |R32|2 3: |R31|2
C) 1: |R31|2 2: |R32|2 3: |R30|2
D) 1: |R31|2 2: |R30|2 3: |R32|2
E) 1: |R32|2 2: |R31|2 3: |R30|2
F) 1: |R32|2 2: |R30|2 3: |R31|2

26) Hvor er radialtettheten u2(r) = (rR32)2 maksimal?

A) r = a0 B) r = 3a0 C) r = 5a0 D) r = 7a0 E) r = 9a0 F) r = 11a0
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27) Figuren viser |Y2m|2 for m = 0,±1,±2 for 0 < θ < π. (Vertikal akse er individuelt skalert for de
tre funksjonene.)
Hva er korrekt nummerangivelse?

A) 1: |Y20|2 2: |Y2±1|2 3: |Y2±2|2
B) 1: |Y20|2 2: |Y2±2|2 3: |Y2±1|2
C) 1: |Y2±1|2 2: |Y20|2 3: |Y2±2|2
D) 1: |Y2±1|2 2: |Y2±2|2 3: |Y20|2
E) 1: |Y2±2|2 2: |Y20|2 3: |Y2±1|2
F) 1: |Y2±2|2 2: |Y2±1|2 3: |Y20|2

28) Hvis elektronet befinner seg i tilstanden ψ322,
hva er vinkelen mellom z-aksen og dreieimpulsvektoren L?

A) 75◦ B) 65◦ C) 55◦ D) 45◦ E) 35◦ F) 25◦

29) Elektronet gjennomg̊ar en str̊alingsovergang fra ψ322 til ψ211.
Hva er bølgelengden til det emitterte fotonet?

A) 756 nm B) 656 nm C) 556 nm D) 456 nm E) 356 nm F) 256 nm
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Oppgave 30–32: Tunnelering.

Et elektron kommer inn fra venstre og møter en potensialbarriere med høyde V0 og bredde L. Elekt-
ronet har veldefinert impuls pi = h̄k og (kinetisk) energi E(k) = h̄2k2/2me. Innkommende bølge
er ψi(x) = exp(ikx), reflektert bølge er ψr(x) = r exp(−ikx) og transmittert bølge er ψt(x) =
t exp(ikx). Det oppgis at transmisjonssannsynligheten for E ≤ V0 er

T =

1 +
sinh2

(
k0L
√

1− E/V0

)
4 (1− E/V0)E/V0

−1

og for E ≥ V0

T =

1 +
sin2

(
k0L
√
E/V0 − 1

)
4 (E/V0 − 1)E/V0

−1

.

Her er k0 =
√

2meV0/h̄.

30) Hva er T for et innkommende elektron som har energi E = V0 n̊ar k0 = 1.00 nm−1 og
L = 4.00 nm?

A) 0.10 B) 0.20 C) 0.30 D) 0.40 E) 0.50 F) 0.60

31) Hva er minste verdi for forholdet E/V0 som gir T = 1?

A) 1.017 B) 1.317 C) 1.617 D) 1.917 E) 2.217 F) 2.517

32) Anta at en barriere med samme verdier for V0 og L plasseres 5.00 nm til høyre for den første,
slik at resultatet blir en symmetrisk dobbeltbarriere, med et omr̊ade med bredde b = 5.00 nm og
potensial V = 0 mellom barrierene. Hva er laveste elektronenergi E som gir T = 1?
Tips: Resonant tunnelering via st̊aende bølger mellom barrierene.

A) 5 meV B) 10 meV C) 15 meV D) 20 meV E) 25 meV F) 30 meV
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Oppgave 33–35: Supergitter.
En lagdelt halvlederstruktur er opphav til 7 potensialbrønner adskilt av 6 barrierer. Potensialet i
brønnene er −550 meV. Potensialet i barrierene er null, det samme som til venstre og til høyre for
de 7 brønnene. Hver brønn har bredde 3.00 nm, hver barriere har bredde 1.00 nm. Systemet har 28
bundne (romlige) tilstander ψ0(z), ψ1(z), . . . , ψ27(z) fordelt med like mange p̊a 4 energib̊and, num-
merert og vist med horisontale linjer i figuren til venstre.
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33) Figuren i midten viser sannsynlighetstettheten for en av systemets bundne tilstander.
Hva er tilhørende energiegenverdi?

A) −0.10 eV B) −0.43 eV C) −0.29 eV D) −0.52 eV E) −0.12 eV F) −0.08 eV

34) Figuren til høyre viser en av systemets bundne tilstander.
Hva er tilhørende energiegenverdi?

A) −0.10 eV B) −0.43 eV C) −0.29 eV D) −0.52 eV E) −0.12 eV F) −0.08 eV

35) Strukturen kan fungere som en laser ved at elektroner i b̊and nr 2 emitterer fotoner og havner i
tilstander i b̊and nr 1.
Hva er bølgelengden til disse fotonene?

A) 30µm B) 26µm C) 22µm D) 18µm E) 14µm F) 10µm

Oppgave 36 - 40: Spinn-1/2-tilstander.

36) Dersom normeringskonstanten A velges som et positivt reelt tall,
hva er dens verdi for spinntilstanden

A

(
3

7 + i

)
?

A) 1/
√

27 B) 1/
√

35 C) 1/
√

43 D) 1/
√

51 E) 1/
√

59 F) 1/
√

67
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37) For hvilken operator er spinntilstanden

1√
2

(
−1

1

)
ikke en egentilstand?

A) Ŝx B) Ŝy C) Ŝ2
x D) Ŝ2

y E) Ŝ2
z F) Ŝ2

38) Hva er 〈Sx〉 for spinntilstanden
1√
2

(
1

−1

)
?

A) −h̄/8 B) h̄/8 C) −h̄/5 D) h̄/5 E) −h̄/2 F) h̄/2

39) Hva er ∆Sx for spinntilstanden
1√
2

(
i

−1

)
?

A) h̄/6 B) h̄/5 C) h̄/4 D) h̄/3 E) h̄/2 F) h̄

40) Hvem fikk dette postkortet fra Walther Gerlach i 1922?

A) Nils og Bl̊amann B) Nils Holgersson C) Nils Arne Eggen
D) Nils Johan Semb E) Niels Bohr F) Nils-Ingar Aadne
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