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Lgsningsforslag

Eksamen 12. august 2004
TFY4215 Kjemisk fysikk og kvantemekanikk

Oppgave 1

a. Den tidsuavhengige Schrodingerligningen, Hy = E4, tar for omradet 0 < 2 < L
formen
nk?

. 2me
© 2m,

1/}// — h2

1
Y=k, med k= ﬁ\/ZmeE, dvs. E

Den generelle lgsningen er
Y = Asinkx + B coskzx.

For <0 og x> L maviha ¥ =0. Kontinuitet for z =0 krever daat B = 0.
Kontinuitet for x = L krever at AsinkL =0. Siden vi ma ha A # 0 for a fa en
normerbar lgsning, kreves det altsa at kL = nm, dvs de tillatte bglgetallene og energiene

er
nm h2 k2 w2h?
kjn = ETL = n — 2’
8 2m.  2m.L? "

n=12--.

b. Her svarer de tre minste bglgetallene til de tre laveste energiene:

h2k? 2p?
n=1: ki = %, = le = 27;1 7 grunntilstanden
2 R’k: 4. mw2h?
n=2: ko = %, Ey = 2m2 = 2777;[/2 1. eksiterte tilstand
3 R’k 9. m?h?
n=3: ks = %, FEs = 2m3 = 2777”LTL2 2. eksiterte tilstand.

De tre egenfunksjonene ¢, = Asinma/L, 1o = Asin2nx/L, 13 = Asin3rz/L er skissert
ifiguren. Disse funksjonene er som vi ser hhvis symmetrisk, antisymmetrisk og symmetrisk
mhp midtpunktet i boksen (x = %L) Slik fortsetter det ogsa for de gvrige lgsningene:
Alle egenfunksjonene for odde n er symmetriske, og de gvrige er antisymmetriske. An-
tallet nullpunkter i omradet 0 < x < L , dvs nar vi holder randpunktene = =0 og
x = L utenfor, er lik null for grunntilstanden (n = 1), ett for forste eksiterte tilstand
(n =2), osv, dvs antallet er generelt lik n — 1.
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C.

2
lA,Z_ ’%’ I%l’

A

X

Figuren viser sannsynlighetstetthetene for grunntilstanden og fgrste eksiterte tilstand.
Siden sannsynlighetstettheten

[n|? = |AP sin®(nmz /L) = S|AP*[1 — cos(2nmz/L)],

spenner over et helt antall perioder av kosinusen, er det vel klart at middelverdien av
|thn|* over boksen er 3|A[*>. Vi oppnar da normerte bglgefunksjoner ved a forlange at

SJA?- L =1, som oppfylles (bla.) av. A =/2/L.

d.

AN

Denne sannsynlighetstettheten har et nullpunkt midt i boksen, og tilhgrer derfor en av de
antisymmetriske energiegentilstandene. Det totale antallet nullpunkter i omradet 0 < x <

L er 3. Folgelig dreier det seg om tredje eksiterte tilstand, 4(z) = +/2/L sin(4rx/L),

som ser slik ut:
/\\wx)
(RAVARV:E

Med bglgetallet k4 = 47/L er energien

272 952
:hk4:16 mh |
2m, 2m. L?

Ey

e. For x> L og E >V, tar den tidsuavhengige Schrodingerligningen formen

"= T () - Bl = (B -Vl = K, med ki = 5\ Pme(B W)

Den generelle lgsningen for = > L er derfor

Y(z) = Asinkyz + Bcoskx,
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altsa en sinusformet funksjon. For x < —L blir det tilsvarende. Dette betyr at en-
ergiegentilstandene for E >V ikke er normerbare og lokaliserbare (slik vi forlanger
av bundne tilstander), men krever d-funksjonsnormering. Disse energiegentilstandene
beskriver derfor ubundne kontinuumstilstander.

f. I pkt. a fant vi bglgetallene og energiene for en boks med lengde L. Med den oppgitte
verdien for Vj kan disse resultatene skrives pa formen

L R Ry L A TN
L 2m,  2m.L? 2mea3 \ 20 20

For sma n kan vi ga ut fra at boks-lgsningene og -energiene gir en ganske god tilnsermelse

til brgnn-resultatene. Brgnnlgsningene trenger litt inn i de forbudte omradene, men ikke

mye i forhold til brgnnlengden L = 20 ag. Derfor blir disse brgnn-energiene bare litt lavere

enn de tilsvarende boksenergiene. Grunntilstanden vil vaere symmetrisk (med kosinusform

inne i brgnnen) og se omtrent slik ut,

Y(x)

-L/2 0 tp X

og far en energi
EPm Vi (1/20)% = 0.025 V.
Antallet bundne brgnntilstander vil veere tilnszermet lik antallet bokstilstander med energi
mindre enn Vj, som er bestemt av ulikheten
™m
20
Grovt anslatt har derfor brgnnen 6 bundne tilstander.

<1, dvs. n<20/7~6.3.

Oppgave 2
a. Med
2Vo 4V,
V(x) = o 22 =Vy(z) og Flz)=—-0V/0x~ —0V,(z)/0x = —a
for sma utsving (|z| << 1), gir innsetting av 2 = Acos(wt + «) i Newtons 2. lov
4 d?
F= _l‘Q/b L = MMe Tg = me(—w2)x,

dvs w? = 4Vy/(m.l?) og (med Vo = h?/(mea))

2 2h
= —\/Vo/m. = )
“ l o/m Meagl

Som en kontroll setter vi sammenhengen V,/I*> = m.w?/4 tilbake i formelen for Vj, og
far

2V
Vi(x) = ZTO r? = imew’a?,

som ser betryggende ut.
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b. Med resultatet ovenfor for w blir grunntilstandsenergien for potensialet Vj(z) = %mew%z
hQ
Eéh) = %hw = —,
Mol

og forholdet mellom denne energien og brgnndybden V= h?/(m.a?) blir

Her merker vi oss at energien Eéh) og forholdet E(()h) /Vy er omvendt proporsjonale med

brgnnvidden [; jo widere brgnnen er, desto lavere er energien for grunntilstanden [og
forsavidt ogsa de eksiterte energinivaene EW = EM . (2n+1)].

Dersom brgnnen er trang, dvs [ << ag, blir grunntilstandsenergien E(()h) for potensialet
Vi(z) = $mew?z?  liggende mye hoyere enn V5. Og da skjonner vi at den harmoniske
tilnszermelsen er elendig for potensialet V(z). Som opplyst i oppgaveteksten er nemlig
grunntilstanden i potensialet V(x) alltid bundet, og da ma den ha en energi E, < Vj.
[For en trang brgnn vil denne energien ligge like under V4.]

c. Dersom brgnnen er vid, dvs | >> ag, ser vi at EO / Vo = ap/l blir mye mindre
enn 1. Dette betyr at de klassiske vendepunktene ligger godt innenfor +I: Ved a sette
E M= ;hw = Im.w?2? finner vi at avstanden fra origo ut til vendepunktene er

2
2B
:v(()h) 0 =/lag/ 2—[,/

som er mye mindre enn [ nar [ >> ay. [ dette omradet ser vi bade fra potensial-
figuren i oppgaveteksten og fra formelen for V(z) at dette potensialet avviker lite fra
det harmoniske potensialet Vj,(x). Da vil den harmoniske tilnsermelsen veere god: En-
), vendepunktene 4z vil veere tilnsermet lik ix( )
for grunntilstanden vil veere tilnsermet lik Gauss—

ergien Fy vil veere tilnermet lik EO
og sannsynlighetstettheten [tg(z)]?
fordelingen |¢(()h)\ for det harmoniske potensialet. I denne situasjonen er det liten sannsyn-

lighet for a finne partikkelen langt utenfor det omradet hvor de to potensialene er tilnaermet
like.

d. For [=9ay er E\" = Vo(ao/l) = V4 /9, slik at energinivaene for det harmoniske
potensialet Vj,(z) er
EW = hw(n + 2) =Vo(2n+1)/9,

altsa  V5/9, 3V4/9, 5V4/9, TV4/9, 9V4/9 osv. For potensialet V' (z) ma vi vente at en-
ergiegenverdiene ligger systematisk lavere enn for det harmoniske potensialet V}, siden
brgnnen V (z) er videre enn “den harmoniske brgnnen”. Siden fem av energiene E(™ er
< Vp, ma vi da vente a finne minst fem bundne tilstander i potensialet V' (x). Om det er
flere enn fem kan bare avgjgres ved en naermere undersgkelse.
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Oppgave 3
a. Med et kulesymmetrisk potensial V() er Hamilton-operatoren
. Vi+V(r)
2m,

2

R (0 20 L

= —27% <a7“2+7“a’r‘>+277’L€7“2+V(T)EKT+KL+V(T)’

der L2 (oppgitt pa formelarket) inneholder derivasjon bare mhp vinkler. Da er apenbart
(K., L% =0, [V(r),L]=0 og [L*/(2m.?),L?] =0, dvs. [H,L* = 0.

Tilsvarende for [H, L,] osv, slik at [H,L] = 0.

b. For en gitt [ finnes det 2/ + 1 linezert uavhengige egenfunksjoner til L2. En kan

f.eks velge de sfeeriske harmoniske, Y, (0, ¢), med m =0, £1,---,+l. Antallet linesrt

uavhengige energiegenfunksjoner med en gitt energi E og et gitt dreieimpulskvantetall [

er altsa 2[4+ 1.
I forventningsverdi-integralet

(), = [ VT bmdr

har integranden pariteten (—1)!(—1)(—1)! = —1, dvs at integranden totalt sett er anti-
symmetrisk mhp rominversjon (r — —r). Enkelt ssagt betyr dette at bidraget til integralet
fra punktet r oppheves av bidraget fra punktet —r, slik at

(r)=¢é(z)+e,(y)+e.(z)=0,
dvs

(), =YDy, =2y, =0, qed.

c. Vi undersgker forst normeringen:

(v, v) = <C¢Eo+vl—02¢Epz,C¢Eo+vl—c2¢Epz>
= C2<¢E07¢E0>+(1_02)<¢Epza¢Epz>+CV1_02§Re<¢E0>¢E1)2>‘

Her er hvert av de to forste skalarproduktene lik 1, mens det siste er lik null; ¢¥go og Vgp,
er ortogonale fordi de er egenfunksjoner til L? med forskjellige egenverdier. Fglgelig er ¢
normert:

()= +(1 =) +0=1, qed.

Forventningsverdien av z i tilstanden v er
(z)y, = <C¢E0+V1—02¢EpzaZ(C¢E0+V1—02¢Epz)>
= ¢ (2) gy T (1= ) (2 )y, +2cV1—¢c /¢E0 2 Pg,, d°r.
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Her er de to forste forventningsverdiene lik null ifglge resonnementet i pkt. a. Med den
oppgitte verdien taq for integralet blir altsa

(2), =2tag-cV1—c2

Da 9o er kulesymmetrisk (og derfor rotasjonssymmetrisk mhp alle akser) og g, o

cos =1z er rotasjonssymmetrisk mhp z-aksen, blir lineserkombinasjonen ¢ = ctygo + V1 — 2 gy,
rotasjonssymmetrisk mhp z-aksen. Denne rotasjonssymmetrien innebeerer bl.a at [|? er
refleksjonssymmetrisk mhp zz-planet og yz-planet. Da ma henholdsvis (y), og (z),

vaere lik null, slik det skulle vises.

d. Vinklene mellom de oppgitte retningsvektorene er alle like [fordi de fire vektorene
definerer et tetraeder med hjgrnene pa en kube:]

Vinkelen 6,,,,, = 612 mellom n; og n, er gitt ved
. 1 1 .
COSs 912 = 1NNy = g{l, 1, 1}{1, —1, —1} = —g — 912 = 109.5°.

[Samme resultat finnes som nevnt for de gvrige fem vinklene, 6,3, 014, 0a3, 024 0g 034.]
Skalarproduktet mellom 1/ og 5 er

(U1,992) = < chpo+ V1 — 2 (nYm, + N1y YEep, + nVep.)
CwEO + v 1— 02 (nQIprI + n2wapy + n2z¢Epz) >

= WJan VYEo >
+(1 - 02) (nlwn2a¢ <¢Epm7 Q/JE'pgC > + N1yMNay < pryv ¢Epy > + n1.No, <¢Epz7 ¢Epz >)

9 9 9 9 1 4c? — 1
= &+ (1= ) (nana + niynay + niamsz) = ¢ + (1= )(—3) = —5—.
Ved a velge ¢ = % ser vi at de to orbitalene blir ortogonale. [Og det er ikke vanskelig

a skjgnne ut fra dette regnestykket at alle de fire orbitalene blir ortogonale for denne
c-verdien, siden skalarproduktene n;-n; alle er lik —1/3.]
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Oppgave 4

a.

| ii)
CH; Cl

0
| | I
CH3—CH2—(|J——C|—CH2—CH3 QCHZ—C—CHZCH2CH2CH3

CH C=0
[l (IZ_ 1-fenylheks-2-on
CH, H

2,3-dimetyl-2-klor-3-metylpent-4-enal

b.
cis/trans
0
R
Al s
CH
CH;
Mulige stereoisomere blir:
cis, R
cis, S
trans, R
trans, S
C.
Generell Fischerform
til en aminosyre:
COOH
HN H
R
COOH COOH L COOH COOH
HN——H EN——g oksdaon H2N+H H2N<{-—H
SH SH S——S
cystein cystein
d.
(@)

O
I Il Il
HgN—(I'JH—“ C—NH—(le—— C—NH'_leH— C—OH

H CH,SH H
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€.
Hyrofobe interaksjoner
Ionebinding (rel.sterk)
P F.eks. mellom
| syregruppen i
0° glutaminsyrerest og
i aminogruppen i lysinre
@NH3
7
N N
1 :
S H
H
(0}
Disulfidbinding (sterk) Hydrogenbinding

mellom cysteinrester
F.eks. mellom hydroksylgruppen

til en serinrest og ringnitrogenet
til en histidinrest.

[

Involvert i baseparing




