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Lgsningsforslag

Eksamen 26. mai 2006
TFY4215 Kjemisk fysikk og kvantemekanikk

Oppgave 1

a. eFor bundne tilstander i én dimensjon er degenerasjonsgraden lik 1; det er bare én
energiegenfunksjon for hver energiegenverdi.

eNar potensialet er symmetrisk, ma hver energiegenfunksjon da veere enten symmetrisk
eller antisymmetrisk.! Grunntilstanden er symmetrisk og har ingen nullpunkter (for —b—
l<xz<b+1).

eForste eksiterte tilstand er antisymmetrisk, med ett nullpunkt (i origo). Andre ek-
siterte tilstand er symmetrisk med to nullpunkter, og slik fortsetter det.

b. el ogmed at ¢y =C 1iomradet —b<xz<b, er ¢y’ =01 dette omradet. Den
tidsuavhengige Schrodingerligningen tar da i dette omradet formen
2
= h—?[% — E|C =0.

Energien til den aktuelle tilstanden er altsa akkurat lik barrierehgyden: E = V.

eEgenfunksjonen 1 (z) og dens deriverte, ¢/, er begge kontinuerlige over alt hvor poten-
sialet er endelig, det vil bl.a si i punktene x = +b.

eFor x = 4(b+1), ved overgangen til omradene hvor V(x) = oo, er kontinuitets-
betingelsene som for en vanlig boks:

¥ er kontinuerlig (dvs lik null), mens ¢/’ har et sprang (slik at ¢ har en “knekk”).

c. ol “brgnnomradene”, b < |z| < b+ [, hvor V(z) = 0, ma den konstante lgsningen
for barriereomradet ga glatt over i en sinusform , med ett nullpunkt i hver brgnn, siden
denne energiegenfunksjonen tydeligvis er symmetrisk. (For b <x <b+1[ kan vi ut fra
kontinuitetskravene skrive denne sinusformede funksjonen pa formen ¢ = C cos[k(z—b)].)

#))
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eSom figuren tydelig viser, blir det plass til 3/4 bglgelengde av denne sinusformede funksjo-
nen i “brgnnen” til hgyre (og tilsvarende i venstare brgnn). Vi har altsa

> X

3 .
kl = 1 27, eller (siden F = Vj) I/ 2mVy/h* = 37 /2.
Barrierehgyden V; (og energien E = ;) er altsa uavhengig av b:

w2h?
— E = - .
Yo 2m(21)?

'Kommentar: Dette kan vises, ut fra at paritetsoperatoren kommuterer med Hamilton-operatoren.
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d. eSiden energiegenfunksjonen ¢ (z) har to nullpunkter, ma det veere 2. eksiterte til-
stand (¢(z) = ¢3(x)). Potensialet har derfor to energiegenfunksjoner med lavere energi
enn energien E(= Fj3) funnet ovenfor: Grunntilstanden ¢4 (x) som er uten nullpunkter,
og 1. eksiterte tilstand ¢9(x) som har ett nullpunkt (i origo).

ol grensen b — 0 gar potensialet V(x) over i et vanlig boks-potensial med vidde 21.
Bolgefunksjonen 1(z) = ¢3(x) ser da slik ut,

b=
% ]

VARV

og har formen ¢3(z) = Csin[ks(x +1)]. “Boks-betingelsen” k3 -2l = 37 gir da samme
resultat for energien som funnet ovenfor:

R
2m 2m(20)

By ;9.

Oppgave 2

a. eDen tidsavhengige Schrodingerligningen for en partikkel med masse m i et éndimensjonalt
potensial V(x) er

L 0V(x,t) - [ o» o
ZFLT = HUY(z,t) = [_Qm@ﬁ + V()| U(x,t)
oMed
LoV ov 2am o* 2am  4a*m?
gy =hav.  Go=we(—pte) o mz”"(‘n*ﬁx)

finner vi ved innsetting pa hgyre og venstre side at

h? 2am N 4a*m?
h h?

= {ha — Im(2a)%2* + V(x)} .

2m

haU = ﬁwz[ ﬁ)+v@ﬂw

Fra denne kan vi lese ut at

V(z) = im(2a)’2” = Imw?s?, med  w = 2a.
b. eEn stasjonser lgsning av den tidsavhengige Schrodingerligningen (for et éndimensjonalt
potensial V(z)) er pr definsisjon en lgsning pa formen W(x,t) = ¢(z)e *#¥"  hvor den
romlige bglgefunksjonen ¢ (x) da ma vaere en egenfunksjon til Hamilton-operatoren med
egenverdien F. Siden bglgefunksjonen ovenfor er en lgsning av den tidsavhengige Schrod-

ingerligningen, og tidsavhengigheten er gitt ved faktoren
e—iat = e—iEt/h’

er dette da pr definisjon en stasjonaer lgsning, med energien

E=ha= %hw.
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[Kommentar: I regningen ovenfor kan du legge merke til at hia er egenverdien til Hamilton-

operatoren. |
eMed uttrykket OV /0x = V- (—2max/h) = —(mwzx/h)¥ funnet ovenfor finner vi at
forventningsverdien av den kinetiske energien kan skrives slik:

hQ
(K) = %/‘8@/&%‘2(11': %mwQ/x2|\If]2dx

2

= lmw2<x2> =(V), qed.

Forventningsverdiene av kinetisk og potensiell energi er altsa like store. [Og dermed er
begge lik halvparten energiegenverdien F.|

c. eFor en vilkarlig romlig bglgefunksjon v (z) har vi fra definisjonen av usikkerhet at
2 /.2 2 2/ 2 2

slik at forventningsverdien av potensiell + kinetisk energi (for det harmoniske potensialet)
er

(Vg + (K, = dme?[(Aa)] + (23] + 5 [(Ap)h + (p.)3), aed

eSiden p, er en hermitesk operator, og 1(z) er reell, ma integralet i uttrykket

o= ;aﬂ’ /w d¢)

veere lik null, da forventningsverdien ellers blir imaginger. Det er ogsa lett a vise eksplisitt
at integralet er lik null: Integranden er jo 3d/dz[y(z)]?, og 1 (z) — 0 nar = — oo , for
en normerbar funksjon ¥ (x).

elfplge uskarphetsrelasjonen, Ax - Ap, > %h, er den minste mulige verdien av (Apy)y
for en gitt verdi av (Ax),
h/2

d. eDen minste forventningsverdien av den totale energien for en gitt (Ax), er dermed
[med (Az); = D - h/2mw]:

1 n*/4 hw(D 1)'

(V) +(K), = Tmw (Am) m (o) 1 —

+ D
Her ser vi at (V') i og for seg kan gjores vilkarlig liten, ved & velge bglgefunksjonen
¢ slik at “utstrekningen” D = 2mw(Az)3/h — 0, men dette "straffer seg” ved at

(K), o< 1/D — oco. Motsatt vil (V') ga mot uendelig dersom vi velger a la D ga mot
uendelig. Folgelig ma (V' + K'),, ha et minimum et sted. Dette finner vi nar

0 1 1
8D<D+D)_1_D?_O’ dvs for D=1,
som gir
hw h
(V)+(Ky=="4=" og  (B)=3ho,
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altsa samme resultater som i pkt. b.
eKonklusjonen er at uansett hvilken bglgefunksjon ¢ (x) vi velger, sa kan ikke forvent-
ningsverdien av energien bli mindre enn

(E)yn=(V+K)_ =ilhw,

min min 2

som jo er energien for tilstanden oppgitt innledningsvis.

Oppgave 3

a. eDaY), ogY) begge er lineeerkombinasjoner av de sfeeriske harmoniske Y1; og Y1 1,

ser vi at ogsa X (6, ¢) = ; Y,, + 3 \/3 Y,, er en lineerkombinasjon av sfaeriske harmoniske

med [ =1. Fglgelig er X(6, qﬁ) og dermed ¥ (r) = R(r)X(#,¢) en egenfunksjon til L?
med egenverdien A2[(I + 1) = 2h%. Ifglge malepostulatet var derfor maleresultatet for
L? ved prepareringen av denne tilstanden 2742

oVi har
3 iz + 13y 3 nLx 4+ nyy
X(6 = ly 3Y, = —2 =217 /2 o0 v
(7¢) 2 pz+ \/_ py 47T ,r 47T 7,.
. 3 nr
dr

Dette viser at den oppgitte vinkelfunksjonen (og dermed hele bglgefunksjonen v (r)) er
rotasjonssymmetrisk omkring aksen

= {3,3V3,0}.

Denne enhetsvektoren ligger i zy-planet og danner vinkelen « = arctan(y/3) = 60° med
x-aksen.

b. eSiden [ =1, er de mulige maleresultatene begrenset til L, = 0, +hA. Som vi har
sett, inneholder vinkelfunksjonen X bare Y;; og Y _i:

1
X = %3/1795%—%\/53/}31;:%'%(3/1,—1—3/11) V3. \/—(Y11+Y1—1)

_ <_2\1/§ n ;/%) Yi + (2\1/5 + ; 3/2> Vi1

Maleresultatene er etter dette L, = 4+h og L, = —h, med sannsynlighetene

Pih

OO\CO
[

1
|2\/’ 87

ebitter en slik maling av L, vil systemet havne i den tilstanden som svarer til den malte
egenverdien, dvs i hhvis ¢y = R(r)Y7 4. Tilstanden endres derfor ved en slik maling.
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c. eRadialkvantetallet er generelt antall nullpunkter (noder) i radialfunksjonen, for 0 <
r < oo. Figuren viser at n, =2 for den preparerte tilstanden. Med [ =1 fra pkt. a
er altsa hovedkvantetallet n =141+ n, = 4.

eMed n =4 har vi folgende muligheter:

n,=0, dvs [ =3, dvs m=0,£1,42,£3 (7 tilstander)
n, =1 [=2 m=0,£1,+2 (5)
n, =2 =1 m=0,%+1 (3)
ng = 3 [=0 m=0 (1).

Det totale antallet romlige energiegenfunksjoner med energien E, blir etter dette

g1 =T+5+3+1=16(=4?).

Oppgave 4 (Deloppgavene 4a, 4b og 4c teller henholdsvis 4%, 8% og 5%.)

a. 6 elektroner pr C-atom og 1 elektron pr H-atom gir 14 elektroner i alt. 9 basis-
funksjoner pr C-atom og 2 basisfunksjoner pr H-atom gir 22 i alt. Pauliprinsippet tillater
inntil 2 elektroner pr MO. I grunntilstanden vil fglgelig de 7 MO med lavest energi vaere
okkupert av elektroner.

b.  Lik paritet innebeerer at ¥(r) = U(—7r) mens odde paritet innebaerer at WU(r) =
—WU(—7r). Av figuren i oppgaveteksten ser vi da at W3 har lik paritet mens W, har odde
paritet. Av figuren er det videre apenbart at det ma veere W3 som er en sakalt o-orbital,
bygd opp av s-orbitaler pa alle fire atomer samt p,-orbitaler pa karbonatomene. Fglgelig
er W7 en sakalt m-orbital. Med y-aksen oppover ser vi at W7 er bygd opp av p,-orbitaler
pa karbonatomene, med samme fortegn, ettersom den positive delen er rettet oppover pa
begge C-atomer. Av symmetrigrunner kan vi fastsla at en MO som er bygd opp av samme
type basisfunksjoner som ¥, men med p, overalt erstattet av p,, ma ha samme energi
som W7, Altsa: W4 er bygd opp av p,-orbitaler pa C-atomene.
Som i et H-atom er det 1s—tilstanden i karbon som har lavest energi. Vi kan kombinere
1s basisfunksjoner pa de to C-atomene (C1 og C2) og lage molekylorbitaler ¥; ~ ¢¢! +
T2 og Uy ~ ¢l — ¢$2. Det er disse to MO som okkuperes av de fire elektronene i
acetylen som ikke bidrar i seerlig grad til kjemisk binding mellom molekylets atomer. W,
er den symmetriske MO illustrert i figuren til hgyre (i oppgaveteksten), mens Wy er den
antisymmetriske MO 1 figuren til venstre. Den symmetriske MO ma ha lavere energi
enn den antisymmetriske, dvs E; < F,, fordi ¥, ikke har noen nodalplan mens W, har
ett nodalplan, nemlig ry—planet. (Samme argumentasjon som for antall nullpunkter i
endimensjonale problemer.) Vi ma forvente at bade E; og Es er (betydelig) mindre enn
for eksempel E7, energien til den hgyeste okkuperte MO, ettersom ¥, og Wy er bygd opp
av atomeere orbitaler (¢{,) med (betydelig) lavere energi enn de tilsvarende (¢$,) i ¥7.
(Kommentar: T tillegg kan vi forvente at energiforskjellen mellom ¥; og W, er liten:
Molekylet kan kvalitativt sammenlignes med det symmetriske endimensjonale potensialet
V(x) i Oppgave 1, der de to "brgnnene” tilsvarer de to C-atomene. For de fire elek-
tronene som okkuperer W, og W, vil potensialbarrieren V[ veere hgy, slik at begge disse
bolgefunksjonene i stor grad vil veere lokalisert i naerheten av karbonkjernene. Dermed
vil sannsynlighetstetthetene | ¥, | og |Uy|? se praktisk talt likedan ut, slik at energiene F;
og FE, blir omtrent like store.)
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c.  Her kan vi "tenke klassisk” og betrakte C-atomene som negative punktladninger og
H-atomene som tilsvarende positive punktladninger. (Molekylets totale ladning er jo null.)
Dermed ser vi at vibrasjonsmoden med k = 903 cm ™! vil tilsvare en oscillerende elektrisk
dipol rettet langs y-aksen. Tilsvarende vil moden med k = 3595 cm™! representere en
elektrisk dipol der dipolmomentet svinger mellom positiv og negativ z-retning. Disse to
modene vil derfor vaere IR-aktive: Innkommende lys med "matchende” bglgelengde vil
absorberes av acetylenmolekyler. De to andre modene, k = 2333 cm™! og k = 3719 cm ™!,
er IR-inaktive. Til ethvert tidspunkt vil molekylet na ha null elektrisk dipolmoment,
til tross for at atomene svinger fram og tilbake. Vi ser at moden med k¥ = 2333 cm™!
tilsvarer at bindingen mellom de to C-atomene strekkes (og presses sammen). Dette
er folgelig en ”C-C strekk”. Tilsvarende ser vi at moden med k = 3595 cm™! tilsvarer
strekk /sammenpressing av de to C-H-bindingene. Folgelig er dette en sakalt ” C-H strekk”-
mode. Moden med & = 3719 cm ™ vil ogsa fortrinnsvis veere en ”C-H strekk”, men kan
vel til en viss grad ogsa hevdes & vaere en ”C-C strekk”. Den siste, med k¥ = 903 cm™!,
vil trolig bli omtalt som en ”C-C-H bgy” (eller noe i den stil) av din venn kjemikeren.

Oppgave 5 (Teller 8%)

For a kunne uttale oss om energikurvens stasjonaere punkter (minima og maksima), ma
vi se naermere pa dens 1. og 2. deriverte. Vi ser rett og slett pa funksjonen

4
flz) = 5?—23:3+x2

ettersom Ej bare er en konstant. Vi deriverer og finner
523 512
f’(w):i—6x2+2x:x 2 6w +2
2 2
Stasjongere punkter er bestemt ved at f'(x) = 0. Det gir umiddelbart z; = 0 (som oppgitt

i oppgaveteksten), samt
 64+/36-20 6+4
B 5 5

Ettersom reaksjonen skal forlgpe via en transisjonstilstand og ende opp i et energimini-
mum, ma vi ha

X

Irrs — 04 s Ty = 2
Vi ser uten videre at E; = F(0) = 0. Innsetting av xts = 0.4 gir
5. 24 2% 22 6
ETS = E() (854 -2 5 + 52) = EE)EO = 0048E0 = 0.48 kcal/mol

Aktiveringsenergien for polymeriseringsreaksjonen er altsa E, = 0.48 kcal/mol.
Innsetting av oy = 2 gir

5-24

E;=FE, ( —2-2° 4 22> = —2F, = —20 kcal /mol

Polymeriseringsenergien blir dermed AE = Ey — E; = —20 kcal/mol. Den 2. deriverte

av funksjonen f(z) er

B 1522

F(x) — 122 +2
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I de tre stasjonaere punktene har vi f”(0) = 2, f”(0.4) = —1.6 og f"”(2) = 8. Vi har
dermed verifisert at vi starter og ender i minimumspunkter, mens vi passerer et lokalt

maksimum, dvs en transisjonstilstand ved x = 0.4.
Funksjonen f(x):

0.5 T
TS
0F—
1

-0.5
=
= al

1.5 ¢

f




