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Lgsningsforslag

Eksamen 26. mai 2008
TFY4215 Kjemisk fysikk og kvantemekanikk

Oppgave 1

a. eUtenfor boksen, hvor V(x) = oo, er bglgefunksjonen lik null. Kontinuiteten krever
derfor at lgsningene inne i boksen er lik null for z = 4a. Disse lgsningene ma oppfylle
den tidsuavhengige Schrodingerligningen, som for V, =0 tar formen

2 2mkE 1
"= h—?[V(w) B =— ’;;2 =k, k= VImE.
To uavhengige lgsninger av denne er ¢ = Asin[k(z + a)] og 1 = Bcoslk(z + a)]. Bare
den forste av disse oppfyller kontinuitetskravet for x = —a. Fglgelig kan alle energiegen-

funksjonene skrives pa formen
Y = Asin[k(z + a)].
eKontinuitetskravet i punktet = =a gir betingelsen
Asin[k(2a)] = 0,
som oppfylles av bglgetallene
2ka = nm; n=12---

Bolgetall og energi for henholdsvis grunntilstanden og farste eksiterte tilstand er altsa (for
Vo =0)
T B n*k? B h*r? T h*r?

]ﬁ:%, El(VbZO) og kQZE, E2(%:0):4E1:

o2m  8ma?

b. eGrunntilstanden og forste eksiterte tilstand utgjer hhvis en halvbglge og en helbglge
av sinusen:

V=0 } v

8y

eEgenskaper til grunntilstanden 1, og forste eksiterte tilstand 5 som er gyldige for alle
endelige Vj:

v =0for |z|]>a

Y er kontinuerlig for alle z, inklusive x =+4a 0g x = +a/2
Y’ er kontinuerlig for alle —a < = < a, inklusive x = +a/2
11 er symmetrisk med hensyn pa z =0

19 er antisymmetrisk med hensyn pa z =0

Y1 og 19 har hhvis null og ett nullpunkt inne i boksen (for —a < z < a)
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c. eoNar V, er veldig stor blir inntrengningen i barrieren veldig beskjeden, dvs bade )4
og 19 blir sterkt “undertrykt” i barriereomradet, men selvsagt fortsatt slik at 1, og s er
hhvis symmetrisk og antisymmetrisk. I de klassisk tillatte omradene (a/2 < |z| < a) har
de to lgsningene sinusform. Kvalitativt blir da skissene slik: !

Vb S‘Z‘d‘r %

)

- X

e S

r )

- -4, 0 az 4
1 z
0

eFra disse skissene ser vi at bade s og A er litt i overkant av a, slik at &y < ky = 27 oy S or /a
og slik at en gvre skranke for Ey er bestemt av ulikheten
PN

FEy = ~ = pmax
2m ma? 2

eNar V, naermer seg uendelig, vil bade \; og Ay naerme seg a, slik at
E\, Ey — EJF.
[For store (men endelige) V}, er selvsagt Fy litt mindre enn Fj.]
d. eNar Vj, synker mot store negative verdier, blir ¢); og s tilnsermet som for en dyp

brgnn med vidde a. [Den eneste forskjellen er at bglgefunksjonene er lik null for = = +a.
Dette betyr eksempelvis at formen for a < z < a/2 er @ o sinh[k(z+ a)] istedenfor e"* .

]
1 - w |
-2 ] 0 I a
| ]
| %1
{ |
i » &,
W X
'. 143
¥

elor store negative Vj, skjgnner vi fra skissene at kja blir i underkant av 7, mens ksa blir
i underkant av 27. Fra den tidsuavhengige Schrodingerligningen, pa formen
h2 w//
=———4V,
2m 1

felger det da at energiene er litt i underkant av estimatene

h2 2 h2 2
T og Ey~V,+4 T

Ey =V, +

2ma? 2ma?’

'Kommentar: I barriereomradet har de to bglgefunksjonene formen

1
11 = By cosh ki, 1y = Bg sinh ko, Ki = ﬁ\/2m(V}, —-FE;), i=12.
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Oppgave 2

a. eDen oppgitte bglgefunksjonen 1, er vinkeluavhengig og er derfor en egenfunksjon
til " med egenverdi null. Den er altsa en s-bglge, med [ =0, og er altsa ikke eksitert
i vinkelretningen.

o), er heller ikke eksitert radielt, dvs den har ingen nullpunkter for 0 < r < oc;
radialkvantetallet n, er lik null. Tilstanden er altsa ikke eksitert i det hele tatt, og dette
er selvsagt karakteristisk for grunntilstanden.

eFor at v skal veere en energiegenfunksjon, ma funksjonen u(r) oppfylle radiallignin-
gen for [ =0. Med

u o= C’e_r/“<1—r>:u<1—1) 0g
a rooa

1 1 2 1
¢ - o (- a2 )
a a a ra a
innsatt har vi

R S G0

_Zmew

Denne er oppfylt bare nar

h? Zh?
— =0, dvs for a= @.
Me@ Mg Z

Energiegenverdien blir da

h? h?
Fi=———=-7°—— =Y Z7Za)*m..
! 2m.a? 2m.a3 3(Za)mee

b. e s-bglgen 1)y, er kulesymmetrisk, og det samme er da sannsynlighetstettheten [t |?
for denne orbitalen. Da ma “tyngdepunktet” av denne sannsynlighetsfordelingen ligge i
origo; (r )y, = 0. De tre p-tilstandene har paritet —1 og er altsa antisymmetriske med hen-
syn pa origo. Men da blir sannsynlighetstetthetene for disse tre orbitalene symmetriske
med hensyn pa origo, og derfor ma ogsa tyngdepunktene av disse sannsynlighetsfordelin-
gene ligge i origo.

eBglgefunksjonen 1)y, o z-T = cosf er rotasjonssymmetrisk med hensyn pa z-aksen
og antisymmetrisk med hensyn pa xy-planet.

eOrtogonaliteten til 1), 0g 19, kan vi sjekke eksplisitt. Med
3 Tz

—— = — sinfcos ¢ cosl

YV, = —
4w rr 47

Px pz:

har vi

(Voper g ) = [ W5, ap.rdr a2

[es) T 3 2
- / [Row (r)]2r2dr / 2 sin20 cos 6 df / cosddp =0, qed.
0 o 4m 0
(Begge de to siste integralene er lik nullA, pga av antisymmetriene i vinkelintegranden.)
® 1y, 0g 1y, er egenfunksjoner til L2 med forskjellige egenverdier (hhvis 0 og 2h%),
og er derfor ortogonale (ifglge en kjent regel fra pensum).
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c. eSiden v, er kulesymmetrisk og 15, er rotasjonssymmetrisk mhp z-aksen, er orbita-
lene 14 rotasjonssymmetriske mhp z-aksen. Tyngdepunktene av de to sannsynlighets-
fordelingene |14 |* ma derfor ligge pa z-aksen.

eDerfor trenger vi bare a regne ut

<Z>i = <¢i’2¢i>:<0¢2siv1—c2¢2pz,3(0¢25iv1—02¢2pz)>
= {2)y + (1 =) (2)y, £2eV1 =2 (Yo, 293y, ).

Da de to forste leddene er lik null, er posisjonene til de to tyngdepunktene (pa z-aksen)
gitt ved

<Z>:|: :Z*IQC\/l—C2 <’17D28,Z’17Z)2pz>.

e Avstandene fra origo maksimaliseres for

jc (VI @) = 11— &)V (—20) + VI =

1
Vv1—¢c?

dvs for ¢ =1/y/2. Ortogonalitet av 1), og ¢_ oppnar vi nar

(i) = (o + VI = Py, cthag = VI— by, ) = = (1= %) =0,

(—c+1-¢%) =0,

dvs for samme c-verdi ( q.e.d.).
eDet er rimelig a tro at integralet

<w23 y % w2pz > = /@DS; z w2pz dST

er av samme stgrrelsesorden som “radiene” til de to involverte orbitalene, som er av orden
4a. [Kommentar: En i og for seg enkel beregning gir 3a.]

d. eEnergien til grunntilstanden er ifglge pkt. a

hQ
2

E1 == —
2meag

7? = —-13.6 eV -55° = —4.11-10" eV (= —41.1 keV).
eDen ytre venderadien r, er for grunntilstanden definert ved V(r,) = E;. Vi har
altsa
AlS n?  2a9

2@0
Vr,)=— =F =— Z? — = = 2a) = — = 0.036 ay.
(ry) s~ T a2 ry=— (520) =+ ag

ekor ugy er energien
Ee=FE /6> =1.14-10°eV (= —1.14 keV).
Siden V o 1/r, er da venderadien 36 ganger stgrre enn for grunntilstanden:

2
r, = 36 % ~ 1.31 ap.

En omtrentlig verdi for denne venderadien kan ogsa leses ut av grafen for ug.
oUt fra kurven for sannsynlighetstettheten for 6s-orbitalen kan vi ansla sannsyn-
ligheten for a finne elektronet utenfor den ytre venderadien til rundt 10 prosent.
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e. eoMed fyllingsrekkefglgen
1s, 2s,2p, 3s,3p, 4s,3d,4p, 5s,4d,bp, 6s,4f,5d,6p, 7s,5f,6d,Tp, ---,

og med plass til 2(2/+ 1) elektroner i hvert underskall (der s, p,d, f svarer til l = 0,1, 2, 3)
blir elektronkonfigurasjonen for Cs-atomet

152 2522p° 3523p% 45%3d"%4p° 5524d*05p° 65! .
N~ ,\ , ~—~
2 8 8 18 18 1
55

eePotensialet Vieg(r) = V(r) + Vi(r) skiller seg for sma r (i K-skallomradet) fra det
rene Coulomb-potensialet V'(r) (pkt. d) med et tilneermet konstant tillegg, V(0). Da ma
energien til 1s-orbitalen gke med dette belgpet (i forhold til pkt. d), slik at vi i denne
tilnsermelsen har
E® = Ey + Vy(0),

mens bglgefunksjonen er uendret. Som en kontroll kan vi legge til og trekke fra V;;(0) i
radialligningen fra pkt. a:

A +V{(r)— Ei|u(r) = o4 + V(r) + Va(0) — (Ey + Va(0)) | u(r) = 0.

 2m, dr?  2m, dr?

Vs Ele

Ligningen som er understreket viser at radialfunksjonen fra pkt. a oppfyller radialligningen
for 1s-orbitalen i Cs (q.e.d.).

ePotensialet Vig(r) = V(r) + Va(r) er vesentlig grunnere enn V(r) (for det hydro-
genlignende atomet). Differansen, Vg (r), er storst for sma r. Den relative differansen
er storst for store r, idet Vig(r) neermer seg potensialet fra bare én plussladning for
7 & Rgs. Den relative krumningen u”/u for 6s-orbitalen blir etter dette mindre for Cs
enn for det tilsvarende hydrogenlignende atomet, over hele linja. Da ma avstandene mel-
lom nullpunktene vaere stgrre for Cs-orbitalen. Denne orbitalen er derfor “skjgvet utover”
sammenlignet med det hydrogenlignende atomet. [Kommentar: Det samme gjelder da
ngdvendigvis for den ytre venderadien, og fordi |Vis| << |V| i dette omradet, blir 6s-
energien for Cs mye mindre Fg for det hydrogenlignende atomet; det viser seg at ionisa-
sjonsenergien er bare ca 3.7 eV.]
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Oppgave 3 (Teller 8%)

2 2r L
A = wAt = ckAt = c%At = % (ny —n_)[=kL(ny —n_)]

e Figur som illustrerer effekten av at de to delbglgene opparbeider en ekstra innbyrdes
faseforskjell Ag:

Dyeblikksbilder ved z=0 og z=L.:

X
X
AB/2
E_ \\ - \\\
E, P R E, Ey % AB
v/ N N T B
Y y
innkommende bglge transmittert bglge
(z=0) (z=L)

Med utregning: Vi har, for den transmitterte bplgen E;, med § = kz — wt — A0/2:

E, = Eytsin(kz —wt) + Eyycos(kz — wt)
+ Eozsin(kz — wt — Af) — Eyy cos(kz — wt — Af)
= FEoZsin(f + A0/2) + Eyycos(f + A/2)
+ Epz sin(8 — AG/2) — Eygcos(f — Af/2)
= 2Eyisin 3 cos(A0/2) — 2Eqy sin 5 sin(Af/2)
= 2Esin(kz —wt — A0/2) (Z cos(A0/2) — ysin(Ab/2))

Dette er en lineserpolarisert bglge der polarisasjonsretningen danner en vinkel

mL(ny —n_)
Aa=A0/2 = ————=
a 6/ ;)

med z-aksen.
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Oppgave 4 (Teller 11%)

e To basisfunksjoner pr H-atom og ni basisfunksjoner pr C-atom gir M =2-6+9-6 =
66.

e Antall elektroner er 1-6 + 6 -6 = 42, sa 42/2 = 21 MO er okkupert av elektroner.

e U: odde, Uy: like, W3 like, W,: odde.

o Uy =Wy, Vg ="V Vo=V, ¥Vp=1V,.

e Energien gker med antall nodeplan: Fy < F3 < E; < Es.

Oppgave 5 (Teller 6%)

1. Hvilket navn har denne forbindelsen? (Bruttoformel: C;H14)

c=C-C-C-C B 3,3-dimetyl-pent-1-en

2. Hvordan ser 5-metyl-heksan-2-ol ut?

3. Hvilken av disse forbindelsene er ikke optisk aktiv?

@

C-C=C-C



