NTNU
Fakultet for Naturvitskap og Teknologi
Institutt for Fysikk

Lgysingsframlegg eksamen

TEFY4215/FY1006 Innfgring i
Kvantemekanikk var 2013

Fagleerar: Professor Jens O. Andersen
Institutt for Fysikk, NTNU
Telefon: 73593131

April 29, 2015

Oppgave 1

a) Den tidsuavhengige Schrodingerlikninga er

2

h
_%VQ + V(T.? ¢) ¢(7“> ¢) = E¢(T> ¢) (1)
der
0? 10 1 0?
2
= — 4+ ——+ == 2
v 8r2+7’8r+r23¢2 @)
Innsetting av L, = —ih% gjev
R 0* 10 L?
B = F .
o (5t e TV W) = Bune).
L, = —ih% kommuterer med H fordi L, kommuterer med % (partielderiverte

kommuterer) fordi L, kommuterer med r (fordi L, er uavhengig av r) og di-
for med ein vilkarleg funksjon f(r).



Dersom vi krev at bglgjefunksjonen skal vere eintydig far vi

Q/J(Tv O) = ¢(Ta 27T) ) (4)

sidan ¢ = 0 og ¢ = 27 er same punkt pa sirkelen. (Ein kan sjolsagt velje eit
vilkarleg punkt pa sirkelen). Etter innsetting i (4) og forkorting med R(r)
gjev dette 1 = 2™, Denne likninga har lgysing

m = 0,4+1,42,.... (5)

b) Innsetting av ¢ (r, ¢) = R(r)e"™? i likning (1) og forkorting med ¢ gjev
direkte den oppgjevne likninga.

c) Dersom vi skiftar variabel z = r\/E2 far vi &£ = \/EZ4L etc. Ved innset-
ting av V(r) = spuw?r? = Lhwa? gjev dette
—%hw dd—; + i% - 7;—22 u(z) + %hw:ﬁu(:c) = FEu(x) (6)
Vi har R(r) = u(z) = P(z)e~2*". Dette gjev
u'(r) = P'(:E)e_%””2 — P(z)xe‘éﬁ , (7)
(7)) = P'(x)e 2™ — 2P (x)ze 2" + P(z) (* —1) e 2" . (8)

Innsetting av u'(x) og u”(x) og forkorting med 1hw og e~3%" gjev

P(a) + (1 _ Qx) Pl2) + <e P 7;“—22> P@) = 0. (9

T

c¢) Vi bruker potensrekkjemetoden og skriv

Z ax" . (10)

n=0
Dette gjev
P'(z) = Zannxn_l = Z apnz™ (11)
n=0 n=1

P"(z Zann (n— 1)z Zan (n— 1z (12)

Innsetting gjev da

apn(n — 1)z" 2 + Z ap,nx" " — 2 i a,nx"
n=0
+(e—2) Z ana”™ —m? i apr™? = 0. (13)
n=0 n=0

o0

n=2



Dette kan vi skrive som

Z apn(n — 1)z" 2 + s + Z apnz? —2 Z ap,nx"
n=2 X n=2 n=0
+(e—2) ; anr" —m? (% + %) —m? nz; ape™? = 0. (14)

Dersom vi redefinerer n — n — 2 i det fgrste, tredje og siste leddet, far vi
etter litt opprydding

Z ant2(n+2)* = m*apis + (e — 2n — 2) a,] 2"
n=0

ai(l =m?)  agm? _ 0. (15)

T 2

Koeffisienten foran kvar potens av x ma vere lik null. Dette gjev rekursjon-
srelasjonen

2n+2 — ¢

(n+2)—2—mQa" . (16)

Ap42

I tillegg ma ag = 0 viss m? # 0 og a; = 0 viss m? # 1. Rekursjonsformelen
viser at a,yo/a, ~ 2/n for store n som er same oppforsel som rekkja for er’
Det vil seie at P(z) ~ e*” for store z og difor at u(z) ~ e2™ for store z.
u(z) er saleis ikkje normerbar. Einaste vegen ut er at rekkja terminerer, det
vil seie a,o = 0 for passe heiltal n. Dette gjev

e=2n+2, (17)
eller

E = hwin+1). (18)

d) Dersom P(z) = A er konstant far vi ved innsetting i (9)

(-2-2)a = 0. (19

22
som har lgysing nar € = 2 og m? = 0.

Dersom P(z) = Bx far vi ved innsetting og litt opprydding

(1-m?’)B+z(c—4)B = 0, (20)
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som har lgysing € = 4 og m? = 1, det vil seie m = +1.

e) Energien til den isotrope todimensjonale oscillatoren er
E = hw(ng+ny,+1), (21)

der n, = 0,1,2... og n, = 0,1,2.... Grunntilstanden er for n, = n, = 0 og
E = hw som tilsvarer € = 2.

Middelverdien (r?) kan skrivast som

LT Pl dr dg
[ 27 o2 dr dgp

der nemnaren er normeringsintegralet av iy(r, ¢). Etter innsetting av ¢o(r, ¢)

gjev vinkelintegralet 27 i tellar og nemnar. Ny variabel z = ry/uw/h gjev
da

(r¥) (22)

hof e dr

h [ ye dx
w J e vd

h

oo

o) =

)

der vi andre linje har skifta variabel, y = 2. Dette gjev

=

&
no
=
>

V({r) =

| — N~

Hw

Vi har (H) = (Ey) + (V(r)) og E = (H). Dette gjev
(Br) = E—(V(r)). (24)

Sidan E = (3hw)e = hw for grunntilstanden far vi

(Ey) = %hw | (25)

Energien E er da i middel likt fordelt mellom potensiell og kinetisk energi.
Venderadien er gjeve

E— V(Tvende) = 0. (26)



Med FE = %hwe = 2hw far vi

1
§uw27€ende = 2hw, (27)

som har lgysing

(28)

T'vende — 2

El=

Oppgave 2

a) Pa grunn av faktoren e=®* gar ¢(x) — 0 nar z — +oo og ¥ (z) er difor
lokalisert. 1 (x) beskriv da ein bunden tilstand.

Normeringsintegralet er

/ WP = |AP / e dg
0 0
2 [e’e)
— ‘A’ / y2€_ydy
0

8a?
|A]?
4o
L. (29)
Dersom ein veljer A reell far vi A = 203 og den normerte bglgjefunksjonen
blir
Y(x) = 2026 " | (30)

b) Middelverdien til den potensielle energien er

(V(z)) = 4Fa3/ e 2 dy
0

R B

= — d
o), Ve
3F
20

c) Middelverdien til den kinetiske energien er

dx?

B) = —5 | vz
h2

- 2 w<x>r &z (32

2m J, dx



etter delvis integrasjon. Innsetting av ¢ (z) gjev

h2 00
(Ey) = —4&3/ (1 — ax]? e 2% dg
2m 0
h2 00 2
= —2° 1- ) e dy
2m 0
m

d) Den totale energien til systemet kan vi da skrive som

E = E,+E,

h* , 3F
— —.
2m 2c

(33)

Verdien pa « som minimaliserer E, aq,,, finn ein ved a lgyse % = 0. Dette
gjev

h? 3F
— Gmin — 20(2- = 0 ) (34>
eller
1
3mE\ 3
Qmin ( 2h2 ) . (35>

Innsett i uttrykket for F far vi da

Wl

3
Emin = —6
4

B2\
)RR
(2m> (36)
3

der prefaktoren er Zﬁg ~ 2.48. Feilen i grunntilstandsenergien er omlag 6
prosent. Ikkje darleg. Merk: % = h—nj + 38 > 0 for alle & > 0 og vi har

a3
saleis eit minimum og ikkje eit maksimum.

Ej, er gjeve integralet ved (<t1))? og blir mindre jo flatare 1 (z) er (¢(z) =
konstant minimerer Ej). Den potensielle energien £, blir mindre desto meir
belgjefunksjonen er konsentret rundt x = 0 (som er minimum til V(z)). Ver-
dien pa a som minimaliserer F, au;,, er da eit kompromiss mellom desse to

ledda.



Oppgave 3

a) Funksjonen r kommuterer opplagt med funksjonen V' (r) og ogsa med %

fordi L er uavhengig av %. Vi treng difor berre a rekne ut [;—; + %%, r]. Vi
far da

02 20 0? 20 0? 0
- 42 - - i = — 2=
{87"2 * r ar’r} 4 or? (ry) + ror (r) "o 8rw
0o 1
= 9 —=4+=
(8r * r) v
der 1 er ein vilkarleg glatt funksjon. Altsa er
- o 1
H = —(=4+-].
) = -2 () (37)

b) Fouriertranformen i tre dimensjonar er

1 —ip-r/h 37,,
T / D(r)e P gy (38)

®(p) =
Ved innsetting gjev dette
1 .
d(p) = —/e”"r/he’"/“o r . 39
) \/E(thao)% (39)

Sidan 1 er uavhengig av vinklane kan vi bruke hintet som er gjeve i oppgava.
Vinkelintegralet blir da

2m ™
/eiprcose/th — / d¢/ e*ip"cosa/hsinﬁdﬁ
0 0
—iprcos§/R1T
= 27h {e }
0

pr
2rh -, ,
= 2T [gier/n _ gmion/n] (40)
pr

Innsetting av dette i radialintegralet gjev

24/7Th 1 oo ‘ ‘
(ID(p) = ﬁ 3/ Teﬂ"/ao [ezm/h_e—zpr/h} dr
p (271’&071)2

1 /2a0\? 1
_ 1 (2a 41
(%) e e

Vinoterer oss at ®(p) er kulesymmetrisk i impulsrommet akkurat som ¢(r, 0, ¢)
er kulesymmetrisk i koordinatrommet. |®(p)|* gjev impulsfordelinga i grun-
ntilstanden.




c) Klassisk mekanikk er deterministisk. I prinsipp kan vi lgyse Newtons
bevegelseslikningar dersom vi kjenner kreftene pa systemet og initialkrava.
I kvantemekanikken gjev 1 som er lgysinga av Schrodingerlikninga all in-
formasjon om systemet. Denne informasjonen er av statistisk natur. For
eksempel vil |1(x)]* gje sannsynlegheitsfordelinga for posisjonen til ein par-
tikkel pa x-aksen. I tillegg vil to observable som ikkje er kompatible (der dei
tilhgyrande operatorane ikkje kommuterer) ikkje vere skarpe samtidig. Det
vil seie at systemet ikkje kan vere i ein eigentilstand for begge observable
samtidig. Eksempel er posisjonen x og impulsen p. Usikkerheita i slike ob-
servable er gjevne ved uskarpheitsrelasjonar.

d) Dersom vi bruker klassisk fysikk vil partikkelen sprette tilbake viss £ < V;
(100%refleksjon). Dersom E > Vj vil partikkelen beveges seg mot hggre med
redusert hastighet (100% transmisjon) Kvantemekanisk vil refleksjonskoeft-
isienten, det vil seie sannsynlegheiten for at partikkelen blir reflektert vere
lik 1 nar £ < V5. Dette er klassisk oppforsel. Nar E > Vj er refleksjon-
skoeffisienten ein avtagande funksjon av E, men er positiv. Dette er altsa
ikkje-klassisk oppfgrsel. Sja figur 1.

>

EIV,

Figure 1: Refleksjonskoeffisient for eit potensialsprang som funksjon av £/V.



