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Oppgave 1

a)

Z =

∫
d3pd3x exp

(
−β

p
2

2m

)

=

∫

V

d3x

[∫ ∞

−∞

dp exp

(
−β

p2

2m

)]3

= V (2πmkT )3/2

så

ZN =
ZN

h3NN !

=

(√
2πmkT

h

)3N
V N

N !

= C
V N

N !

som vi skulle vise, med

C =

(√
2πmkT

h

)3N

b) Trykket er gitt ved

p = −
(

∂F

∂V

)

T

(oppgitt på eksamensettet), derF er den fri energi:

F = −kT ln ZN

Setter vi innZN fra deloppgave a) får vi

F = −NkT ln V + volumuavhengig

så

p = NkT
∂ ln V

∂V
=

NkT

V
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og tilstandslikningen blir lik den ideelle gasslov:

pV = NkT

c) Vi skal beregne

B2(T ) =
1

2

∫
d3r

[
1 − e−βφ(|r|)

]
(1)

(oppgitt på eksamenssettet) der

φ(r) =

{∞ r < d

−ε
(

d
r

)6
r > d

(2)

Potensialet er sentralsymmetrisk, så vi innfører kulekoordinater og integr-
erer over vinklene først:

B2(T ) =
1

2

∫
dΩ

∫ ∞

0

dr r2
[
1 − e−βφ(r)

]

= 2π

∫ ∞

0

dr r2
[
1 − e−βφ(r)

]
(3)

Integralet overr deler vi opp i et integral fra 0 tild og et frad til ∞,
rekkeutvikler eksponetialfunksjonen i det siste integralet og integrerer ledd
for ledd:

B2(T ) = 2π

∫ d

0

dr r2 + 2π

∫ ∞

d

dr r2

[
1 − eβε d

6

r6

]

=
2π

3
d3 − 2π

∞∑

n=1

(βεd6)n

n!

∫ ∞

d

dr r2−6n

=
2π

3
d3 − 2π

∞∑

n=1

(βεd6)n

n!

d3−6n

3 − 6n

=
2π

3
d3

(
1 −

∞∑

n=1

1

(2n − 1)n!

( ε

kT

)n
)

d) Boyletemperaturen er definert som temperaturenTB derB2 er lik null:

B2(TB) = 0
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La oss nå skriveT = TB + T̃ og

B2(T̃ ) =
2π

3
d3

(
1 −

∞∑

n=1

1

(2n − 1)n!

(
ε

k(TB + T̃ )

)n)

(i) T < TB:

Da erT − TB < 0 som medfører̃T < 0. Vi får da

B2(T̃ ) =
2π

3
d3

(
1 −

∞∑

n=1

1

(2n − 1)n!

(
ε

k(TB − |T̃ |)

)n)

<
2π

3
d3

(
1 −

∞∑

n=1

1

(2n − 1)n!

(
ε

kTB

)n
)

= B2(TB) = 0

Altså finner vi atB2 er negativ

B2(T̃ ) < 0

så i dette temperaturområdet er trykket mindre enn trykket for en ideell gass.

(ii) T = TB:
Da erB2 = 0, og trykket lik trykket av en ideell gass (når vi antar at tredje
og høyere-ordens korreksjoner er neglisjerbare).

(iii) T > TB:

Da erT̃ >0 og

B2(T̃ ) =
2π

3
d3

(
1 −

∞∑

n=1

1

(2n − 1)n!

(
ε

k(TB + T̃ )

)n)

>
2π

3
d3

(
1 −

∞∑

n=1

1

(2n − 1)n!

(
ε

kTB

)n
)

= B2(TB) = 0

B2 er positiv, og trykket dermed større enn trykket av en ideellgass.

Oppgave 2

a)

N = CdV

∫ ∞

0

dε
ε(d−2)/2

eβ(ε−µ) + 1
= CdV

∫ ∞

0

dε ε(d−2)/2f(ε)
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der

f(ε) =
1

eβ(ε−µ) + 1

er Fermifunksjonen. NårT = 0 er

f(ε) =

{
1 ε < µ
0 ε > µ

(4)

Det kjemiske potensialet vedT = 0 er Fermienergien εF, så vi kan skrive

f(ε) =

{
1 ε < εF

0 ε > εF
(5)

så vedT = 0:

N = CdV

∫ εF

0

dε ε(d−2)/2 =
2

d
CdV ε

d/2
F (6)

U = CdV

∫ εF

0

dε εd/2 =
2

d + 2
CdV ε

(d+2)/2
F

Deler vi disse på hverandre får vi:

U

N
=

d

d + 2
εF (7)

b) En delvis integrasjon av

P = CdkT

∫ ∞

0

dε ε(d−2)/2 ln
(
1 + e−β(ε−µ)

)

gir

P =
2

d
CdkT

[
εd/2 ln

(
1 + e−β(ε−µ)

)]ε=∞

ε=0
+

2

d
Cd

∫ ∞

0

dε
εd/2 e−β(ε−µ)

1 + e−β(ε−µ)

=
2

d
Cd

∫ ∞

0

dε
εd/2

eβ(ε−µ) + 1

=
2

d

1

V
CdV

∫ ∞

0

dε
εd/2

eβ(ε−µ) + 1

=
2

d

U

V
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c) VedT = 0 blir trykket

P =
2

d

U

V
=

2

d

d

d + 2

N

V
εF =

2

d + 2
ρεF

som altså er større enn null. Fysisk skyldes dette Pauliprinsippet.

Oppgave 3

a) Energien til en tilstand medn åpne basepar erEn = nε, så partisjons-
funksjonen er

Z =
N∑

n=0

e−βEn =
N∑

n=0

e−nβε

Setter vi
x = e−βε

får vi

Z =

N∑

n=0

xn

som er en geometrisk rekke. Summerer vi denne, får vi:

Z =
1 − xN+1

1 − x

som vi skulle vise.

b) Midlere antall åpne basepar:

〈n〉 =

∑N
n=0 n e−nβε

∑N
n=0 e−nβε

=
1

Z

N∑

n=0

n e−nβε =
1

Z

N∑

n=0

nxn

Ved å benytte oss av

N∑

n=0

nxn = x
d

dx

N∑

n=0

xn = x
d

dx
Z

får vi

〈n〉 = x
d

dx
ln Z = (N + 1)

xN+1

xN+1 − 1
− x

x − 1

som var det vi skulle vise.
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(i) x → 0
Vi ser nå på grensenx → 0. Ved å rekkeutvikle ix får vi

〈n〉 = x + O(x2)

så〈n〉 går mot null nårx → 0.

(ii) x → 1
Settx = 1 − ε. Nærx = 1 erε liten, og vi kan rekkeutvikle iε:

〈n〉 = (N + 1)
(1 − ε)N+1

(1 − ε)N+1 − 1
+

1 − ε

ε

= (N + 1)
1 − (N + 1)ε + O(ε2)

−(N + 1)ε + N(N+1)
2

ε2 + O(ε3)
+

1

ε
− 1

= −1

ε

1 − (N + 1)ε + O(ε2)

1 − N
2
ε + O(ε2)

+
1

ε
− 1

= −1

ε
(1 − (N + 1)ε + O(ε2))(1 +

N

2
ε + O(ε2)) +

1

ε
− 1

= −1

ε
+

N

2
+ 1 +

1

ε
− 1 + O(ε)

=
N

2
+ O(ε)

I grensenx → 1, som er det samme somε → 0 er altså

〈n〉 =
N

2

c) Nårx ≫ 1 kan vi rekkeutvikle i1/x:

〈n〉 = (N + 1)
xN+1

xN+1 − 1
− x

x − 1

= (N + 1)
1

1 − 1/xN+1
− 1

1 − 1/x

= (N + 1)(1 +
1

xN+1
+ O(x−2(N+1)) − (1 +

1

x
+ O(x−2))

= N − 1

x
+ O(x−2)

så vi ser at〈n〉 → N . Figur 1 viser et plot av〈n〉/N nårN = 1024 og for
x ∈ [0.95, 1.05].
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Figure 1: Midlere antall åpne basepar per totalt antall basepar〈n〉/N for tre ulike
verdier avN .

d) Sannsynligheten for at det separerer helt er:

P =
gN e−βNε

Z
=

xN (1 − x)

1 − xN+1

(i) T < Tc:
Da erx < 1 og

P =
xN (1 − x)

1 − xN+1
= xN + O(xN+1)

(ii) T = Tc:
La x = 1 − ε derε er liten. Da er

P =
(1 − ε)Nε

1 − (1 − ε)N+1
=

1

N + 1
− N

2(N + 1)
ε + O(ε2)

så vedT = Tc nårx = 1 ogε = 0 får vi

P =
1

N + 1
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(iii) T > Tc:
Da erx > 1. Hvis vi skriverx = 1/ε, så er0 < ε < 1 og

P =
xN (x − 1)

xN+1 − 1
=

1 − ε

1 − εN+1
= 1 − ε + O(εN+1)

eller uttrykt ved x:

P = 1 − 1

x
+ O(1/xN+1)

Kommentar:
Under den kritiske temperaturen er sannsynligheten for at DNA-molekylet
skal dele seg i to essensielt lik null for storeN . Selv ved den kritiske tem-
peraturen er det kun en avN + 1(≈ N for storeN) som er åpne, mens
den over den kritiske temperaturen pent og pyntlig går mot en (lag gjerne et
plot!). Tar vi ikke hensyn til degenerasjon i modellen vår er altså sannsyn-
ligheten for at molekylet deler seg i to forsvinnende liten.
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