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Oppgave 1:

Eieren av en bensinstasjon har en inntekt I = (p — pp)S (malt f.eks. i kroner pr. dag), der
S er bensinsalget (i liter pr. dag), mens p er utsalgsprisen og py innkjgpsprisen pa bensin (i
kroner pr. liter). Faste utgifter som ikke avhenger av salget, er ikke trukket fra. Vi antar at
po er konstant, mens S og p kan variere med tiden t.

Salget vil avta hvis prisen er hgy og gke hvis prisen er lav, men den ngyaktige sammenhengen
er ukjent for eieren, og derfor kan han ikke uten videre sette prisen slik at inntekten blir
maksimal.

En rimelig modell for variasjonen i salget kan vaere at den tidsderiverte S er gitt av ligningen

§ = —a(p) S +b(p) (So — 5) , (1)

der Sy er en konstant som representerer den gvre grensen for hvor stort salget kan bli.
Koeffisientene a(p) og b(p) er positive og avhenger av prisen, de kan tolkes slik at a er pro-
porsjonal med sannsynlighet pr. tid for & miste en fast kunde, mens b er proporsjonal med
sannsynlighet pr. tid for & vinne en ny fast kunde. Det er klart at a er liten og b er stor nar
prisen er lav, og omvendt nar prisen er hgy.

I denne oppgaven antar vi at S(t) oppfyller bevegelsesligningen (1).

a) Vis at det apne intervallet (0, Sp) er et innfangingsomrade (engelsk: “trapping region”).
Det vil si: hvis ulikhetene 0 < S(t) < Sy gjelder ved ett tidspunkt ¢, sa vil de samme
ulikhetene gjelde ved alle senere tidspunkt.

Nedenfor antar vi alltid, om ngdvendig, at 0 < S(¢) < Sp.

b) Vis at en konstant pris p vil resultere i at salget S gar mot den konstante verdien

b(p) So
a(p) +b(p)

Finn en ligning for den konstante prisen som gir hgyest inntekt over lang tid.

s(p) =
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c) Hvis vi antar at
a(p) = aet”,  b(p) =Be ",
der «, i, B og v er positive konstanter, sa far vi folgende ligning for den prisen som
maksimaliserer inntekten:

1 b(p)) 1 ( B )
_ Ly b)Yy 148 e twrom)
D pO+N+V< +a(p) pO+M+V +ae

Vis at denne ligningen for p kan Igses ved a starte med en vilkarlig verdi for p og sa
integrere differensialligningen

1
R T ]
v «a
der 5 er en vilkarlig positiv konstant.

d) Ovenfor gjelder relasjonen (bevis forlanges ikke!)
bp) _ _ So
a(p)  So—s(p)
Vi tar na for oss de to samtidige bevegelsesligningene

$ = —a(p) S +b(p) (S0 - 5) ,
. Y51
- _ oy — 2
p n(p Po SI_S>, (2)
der v og S; er positive konstanter, i tillegg til dem vi allerede har innfort.
Hva kan du si om stabiliteten til eventuelle fikspunkt for disse bevegelsesligningene?
Hvis vi antar, som ovenfor, at

alp) = e, b(p) =pBe ",
hvilke verdier ma vi da velge for konstantene v og Sy for at fikspunktet til disse bevegel-
sesligningene skal vaere en konstant pris og et konstant salg som gir maksimal inntekt?

1+

Oppgave 2:

a) For hvilke av folgende bevegelsesligninger i (x, y)-planet er origo et stabilt fikspunkt, et
ustabilt fikspunkt, et sadelpunkt eller eventuelt noe annet:

Di=z@2-z-y), y=z—y
i) i=0—y, g=1—e 2

i) =y, y=x(1+y)—1

b) Gitt et todimensjonalt autonomt dynamisk system.
Hva menes med indeksen til en lukket kurve, og indeksen til et fikspunkt for systemet?
Hva er indeksen til origo i de tre eksemplene under punkt a)?

¢) Hva kan du si om antallet fikspunkt av ulike typer innenfor enhetssirkelen, dersom du
vet at bevegelsesligningen i et vilkarlig punkt (z,y) = (cosg,sin ) pa enhetssirkelen
er: £ = — cos(2¢p), ¥y = sin(2¢)?
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Oppgave 3:

a) Anta at z(¢), y(t), u(t) og v(t) er en lpsning av bevegelsesligningene

= —(1—-uv)u,

(1 —wv)u,

= —u, (3)
=v+(1—uwv)(z—vy).

S S e 8y
Il

Vis at da er z + y og xy — uv bevegelseskonstanter.

b) Storrelsene x + y og xy — uv er trasen og determinanten til 2 x 2-matrisen

L:(”).

Vis at hvis vi innferer 2 x 2-matrisen

og velger a, b og ¢ som passende funksjoner av z,¥y, u,v, sa kan vi skrive bevegelseslig-
ningene (3) pa formen .
L=[AL],

der [A,L] = AL — LA er kommutatoren mellom matrisene A og L.

c) Anta generelt at 2 x 2-matrisene L og A er gitt som ovenfor, at a, b og c¢ er vilkarlige
funksjoner av z,y, u, v, og at bevegelsesligningen L = [A, L] er oppfylt.
Undersgk om trasen, determinanten og egenverdiene til L er bevegelseskonstanter.
Kan du generalisere til N X N-matriser med N = 3,4,...7
Merk: for N x N-matriser generelt kan det kanskje lgnne seg & se pa stgrrelsene
7, = Tr L* for k = 1,2,3,.... Bade determinanten og alle egenverdiene til matrisen L
kan uttrykkes ved disse, f.eks. gjelder for N = 2 at

((TrL)? = e £2).

N | —

det L = xy — uv =

Kommentar: Matrisene L og A her er et Lax-par av matriser, pa tilsvarende mate som
differensialoperatorene

d2

L = —@+u(x,t) ,

R SR P
= —4— u(x,t) — Uy (T
dz? " dx A
er et Lax-par av operatorer som genererer Korteweg—de Vries-ligningen u; — 6utiy + Uypy = 0
(der u; = Ou/0t, osv.).



