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Oppgave 1:

a) For hvilke av folgende bevegelsesligninger i (x, y)-planet er origo et stabilt fikspunkt, et
ustabilt fikspunkt, et sadelpunkt eller eventuelt noe annet:

)i=z2-2-vy), y=z-y
i) i=2—y, y=1—e2

i) =y, y=x(1+y)—1

b) Gitt et todimensjonalt autonomt dynamisk system.
Hva menes med indeksen til en kurve, og indeksen til et fikspunkt for dette systemet?
Hva er indeksen til origo i de tre eksemplene under punkt a)?

¢) Hva kan du si om antallet fikspunkt av ulike typer innenfor enhetssirkelen, dersom du
vet at bevegelsesligningen i et vilkarlig punkt (z,y) = (cosg,sin ) pa enhetssirkelen
er: £ = — cos(2¢p), ¥y = sin(2¢)?

Oppgave 2:

Lysblinkene til ildfluehanner har en naturlig periode 27/w pa ca. 0,9 sekund, og tusenvis av
ildfluer er i stand til & synkronisere lysblinkene perfekt.

I et eksperiment pavirkes en enkelt ildflue av en lyskilde som blinker med en periode 27 /2.
Eksperimentet viser at dersom 2 ligger innenfor et intervall [w — wy,w 4+ w;] som er symmet-
risk om w, s blinker ildfluen med den patrykte vinkelfrekvensen €2, og ikke med sin naturlige
vinkelfrekvens w.
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I denne oppgaven betraktes de eksperimentelt observerbare verdiene w og w; som kjente.

En forenklet modell for synkroniseringen beskriver ildfluen som en oscillator med en fasevinkel
0, slik at lysblinket kommer f.eks. nar 8 = 2nm med n heltallig. Oscillatoren under pavirkning
av den periodiske lyskilden beskrives av ligningen

0 =w+ Ksin(Qt —0) , (1)

der K er en ikkenegativ konstant (styrken av pavirkningen), mens ¢ er tiden og 6 = df/dt.

)

b)

Vis at hvis vi innforer faseforskjellen ¢ = Qt — 6 mellom de to oscillatorene (den yt-
re lyskilden og ildfluen) som ny variabel, sa kan vi skrive bevegelsesligningen pa den
dimensjonslgse formen

¢\ =p—sing. (2)

der ¢' = df/dr er den deriverte av ¢ med hensyn pa en skalert tidsvariabel 7.
Hva er sammenhengen mellom 7 og t7
Uttrykk den dimensjonslgse parameteren p ved de gitte parametrene w, €2 og K.

For hvilke verdier av parameteren p i ligning (2) har faseforskjellen ¢ et stabilt fiks-
punkt?

Denne situasjonen kalles faselasing. Hvorfor?

Finn sammenhengen mellom den eksperimentelt bestemte parameteren w; og parame-
teren K i modellen i ligning (1).

For 2 > w + w; vil faseforskjellen ¢ gke hele tiden. Vis at i lgpet av tiden
2T

(2 -w)? —w?

T =

pker faseforskjellen med belgpet 27, dvs. at ildfluen kommer ngyaktig ett blink mer pa
etterskudd i forhold til den ytre pavirkningen.

Denne sammenhengen mellom stgrrelsene 7', 2, w og w; er en forutsigelse fra model-
len som kan etterprgves eksperimentelt. Spesielt forutsier modellen en skaleringslov for
hvordan T gar mot uendelig néar (2 reduseres ned mot den kritiske verdien for faselasing,
som altsd er w + wy. Hvilken skaleringslov er det?

Oppgave 3:

a)

Anta at u = u(z,t) er en lgsning av Korteweg—de Vries-ligningen (KdV-ligningen)
U — 6UUL + Uggy = 0,
der uy = Ju/0t, osv.. La «, 3, v, 6 og € vaere konstanter, og la
UX,T) =a+ Pu(z,t),

der
r=9X+ 0T, t=€T,
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b)

d)

eller omvendt,

x-*_% r="

v oye’ €
Vis at U = U(X,T) er en lgsning av KdV-ligningen

Ur—-6UUx +Uxxx =0

for vilkarlige verdier av 7y og 4, dersom

N
6y
Anta spesielt at u = u(z,t) = ¢(x — ct) er en solitonlpsning av KdV-ligningen. Solitonet
beveger seg med konstant hastighet ¢ > 0.
Hvilken ligning mé funksjonen ¢ oppfylle?
Siden et soliton pr. definisjon er en lokalisert bglge, ma begge grenseverdiene
by =limy 100 p(z) 0g d— = limy,_ oo ¢(z) eksistere. Vis at da ma ¢ = ¢_.
Nar en studerer KdV-solitoner, er det vanlig 4 begrense seg videre til det tilfellet at
¢+ = ¢_ = 0. Hvorfor er denne begrensningen uvesentlig?

Hvordan varierer hgyden og bredden av et KdV-soliton med hastigheten?

(Hgyde og bredde kunne vi eventuelt ogsa kalle amplitude og bglgelengde. Utled f.eks.
sammenhengen mellom hastighet, hgyde og bredde ved hjelp av transformasjonen under
punkt a) ovenfor.)

KdV-ligningen kan skrives som
U + [L, A] =0,

der L og A er folgende Lax-par av operatorer:

2

L = —@—FU(I,t),
3

d d
A= —4$ + 6u(z,t) 1 + 3ug(x,t) .
Bruk det til & vise at nar u(z,t) oppfyller KdV-ligningen, sa er egenverdispektret til
Schrodinger-operatoren L uavhengig av t.

Vis at dersom den reelle bglgefunksjonen 1) = 9 (x, t) er en lgsning av ligningen ¢, = A,
der A er den samme operatoren som i punkt d), sa er normeringsintegralet

o0
N:/ dz ?

en bevegelseskonstant.

I beviset er det npdvendig a gjore visse antagelser om funksjonene 9 (z,t) og u(z,t).
Presiser hvilke antagelser du gjgr.

Hvorfor er dette resultatet av betydning nar det gjelder & bruke invers-spredning-
metoden til & lgse KdV-ligningen?



