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Oppgave 1:

La u = u(z,t) veere en kompleks funksjon av en romkoordinat x og en tidskoordinat t.
Ligningen
iy + Uge + |[u)?u =0,

der u; = Ou/Ot og Uze — 0%u/0x?, kalles den kubiske Schrédingerligningen.
Vis at den har lgsninger av formen

U(.Q?, t) - ei(az—bt) QD(.Q? - Ct) )

der a, b og c er konstanter, og der ¢ er en reell funksjon av en variabel ¢ = x —cl som oppfyller
ligningen
b—a? 1

2 4 I
@ - @ — .
2 4

Her er ¢/ = e = dp/d€, og E er en integrasjonskonstant.
Kan konstantene a, b og ¢ velges uavhengig av hverandre?
Anta at @ > b. Hvilken verdi av E gir da en lgsning u(x,t) som er en solitaerbglge?
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Oppgave 2:

Bevegelsesligningen
E4+bi+ke+23=0,
der b og k er konstante parametre, beskriver den sakalte Duffing-oscillatoren. Posisjonen z er

en funksjon av tiden ¢, & = dz/dt er hastigheten, og # = d?z/dt? er akselerasjonen.

a) Finn alle fikspunktene, og undersgk om de er stabile eller ustabile, for alle verdier av
parametrene b og k.
Hva slags bifurkasjoner av fikspunktene forekommer?

b) Vis at energien

1
x2+—x4

E=-d*+2
x+2 1

1
2
er bevart dersom b — 0.

c) Anta at b > 0. Hva kan du da si om fortegnet til I (den tidsderiverte av E)?
Er de stabile fikspunktene globalt stabile?

Oppgave 3:

I denne oppgaven tar vi for oss Hénon-avbildningen

((En, yn) = (anrlv yn+1) - (1 + Yn — a'xn27 bwn) )

der a og b er konstante parametre. Vi antar her at ¢ > 0 og b > 0.
Jacobi-matrisen til avbildningen er

Oz, Oz,
A NTnr1s Yny1) _ T:l T:l [ 20w, 1
Own, )\ ot Y bo0)

Oxn 3yn
Egenverdiene til denne matrisen er A = —ax,, + /a2z,2 +b .
Eliminasjon av y-koordinatene gir fglgende rekursjonsformel for z-koordinatene alene:

2
Tpy1 = 1+ bxp_1 —az,, .

a) Vis at Hénon-avbildningen er invertibel (det vil si at z, og ¥y, er entydige funksjoner av
Znt1 OF Ynt1)- Finn eksplisitt den inverse avbildningen.

b) For hvilke verdier av parametrene a og b er Hénon-avbildningen arealbevarende?
Begrunn svaret.

c) Vis at nar a > 0 og b > 0, har avbildningen ngyaktig to fikspunkt, som vi kan kalle
(4,y4) og (x—,y—), og vis at z-koordinatene til fikspunktene er

b1+ -1t 4a
— o .
Det er opplagt at sa lenge a > 0, er z4 > 0 og x_ < 0.

Tt
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d)

f)

Vis at fikspunktet (z_,y_) alltid er ustabilt (husk at vi hele tiden forutsetter at a > 0
og b > 0).

Vis at det andre fikspunktet (z,,%) er stabilt nar 0 < b < 1 og 4a < 3(b — 1)?, og
ustabilt nar 4a > 3(b — 1)2.

Hvis vi for eksempel holder b konstant, 0 < b < 1, og gker a, slik at fikspunktet (z,y)
gér over fra & veere stabilt til & bli ustabilt ved 4a = 3(b — 1) , hva slags bifurkasjon er
det da som skjer?

For hvilke parameterverdier eksisterer det en to-syklus, av formen

(x1,91) = (T2,92) — (¥1,y1) = (w2,92) — ... 7

Hvis vi igjen holder b konstant, 0 < b < 1, og varierer a, slik at denne to-syklusen
oppstar ved en bestemt kritisk verdi av a, hva slags bifurkasjon er det?

(Hvis du ikke vet svaret, er det tillatt & gjette!)

Vi velger nd parameterverdiene ¢ = 1,4 og b = 0,3. Figur 1, se siste side, viser en firkant
ABCD, med hjgrnene A = (—1,06, —0,5), B = (1,245, —0,14), C = (1,32, 0,133) og
D = (—1,33, 0,42).

Denne firkanten er et innfangingsomrade for Hénon-avbildningen med disse parame-
terverdiene. Det bevises av figuren, idet firkanten ABCD avbildes pd et omrade som
avgrenses av parabelformete kurver, som er tegnet inn i figuren, og som ligger innenfor
firkanten.

Hva er arealet av dette omradet, gitt at firkanten har areal 1,487

Vis ved & tegne en figur, hvilke punkter A’, B’, C’ og D’ som de fire hjgrnene A, B, C
og D avbildes pé.

Forklar ved hjelp av en tilsvarende figur, eventuelt flere figurer, hvordan det oppstéar en
“bisarr attraktor” (engelsk: strange attractor) med dimensjon mellom en og to.
Figuren viser de to fikspunktene, markert av pluss-tegn med bokstaven “f” ved siden
av. Tegn gjerne inn (omtrentlig) ogséa de to punktene som tilhgrer to-syklusen.
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Figur:
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Figur 1: Firkanten ABCD er et innfangingsomrade (engelsk: trapping region) for Hénon-
avbildningen med parameterverdiene a = 1,4, b = 0,3. To fikspunkt er markert med symbolet
“+7 og bokstaven “f”.



