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Lgsningsforslag
Oppgave 1
Modelleringslikningene var
d
= = t(3-c-2) (1)
dy
a y(2—2-y) (2)

Det fysiske problem krever ikkenegative verdier for z og y.

a) Likevektspunkter fas ved a nullstille hgyresidene i det dynamiske system:

z3—z—2y) = 0 (3)
y2—-z—-y) = 0 (4)

Den fgrste likningen har et nullpunkt i « = 0. Med denne verdien blir (4): y(2 —y) = 0,
med lgsninger y = 0 og y = 2.

Dersom z # 0 gir (3) ¢ = 3 — 2y, som innsatt i (4) gir y(y — 1) = 0, med lgsninger
y =0 og y = 1. De tilhgrende z-verdier er x = 3 og x = 1.

De fire fikspunktene F, = (z*,y*) er derfor
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b) For & undersgke fikspunktenes stabilitet lineariserer vi bevegelseslikningene (1-2)rundt
fikspunktene.

Fy: Neer origo er de lineariserte likningene
=3z o0gy =2y

med lgsning;:

z(t) = 2(0)e* og y(t) = y(0)e*. (5)
Dette viser at origo er et ustabilt fikspunkt, et ustabilt fokus.
Iy Med §y =y — y* =y — 2 blir de lineariserte likningene:

x:—xoggj:—Qaz—Qg.
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Den fgrste likningen har lgsning
z(t) = :L'(O)e",
og den andre
§(t) = [§(0) + 22(0)]e™™ — 2z(0)e™".

Det viser at  og § gar mot null nar ¢ gker; fikspunktet er stabilt. En trengte ikke veere s&
eksplisitt. Det enkleste er bare & sette inn z o e og § o €** i likningene (1-2). Det gir to

homogene linezre likninger
s+1 0 T\ o
2 s+2 g/
Systemdeterminanten lik null gir s = —1 eller s = —2, begge muligheter svarer til avvik
fra fikspunktet som gar mot null med gkende ¢, dvs stabilitet.
F3: Med = 2 — ™ = 2 — 3 blir de lineariserte likningene:
3:—35——63/ og Yy = —y.
Innsetting av tidsavhengighet e gir i dette tilfellet
s+3 6 T\ 0
0 s+1 y |
I dette tilfellet forsvinner systemdeterminenten for s = —3 og s = —1, sa F3 er ogsa stabilt.

Fy: Med 7 =z —1 og § = y — 1 blir de lineariserte likningene

T=—-F—2fog=~2—7.
Med tidsavhengighet o e** fas likningssystemet

(STI sil)( )=O

I dette tilfellet forsvinner systemdeterminanten for (s +1)? = 2, dvs
s=-1+v2.

Den ene s-verdien er positiv, den andre negativ, sa fikspunktet er et sadelpunkt. Et fase-
punkt i neerheten strgmmer alltid bort fra fikspunktet bortsett fra punkter pa en kurve C
gjennom fikspunktet.

@) 8)

c) For y(0) = 0 forblir etter likning (2) y(¢) = 0, mens ¢ = z(3 — z), negativt for = > 3
og positivt for 0 < z < 3. Pa x-aksen strgmmer derfor fasepunktet alltid mot fikspunktet
z* = 3.
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For z(0) = 0 forblir z(¢t) = 0 pga likning (1), mens § = y(2 — y). Dette viser at ogsa
langs den positive y-aksen strgmmer fasepunkter mot fikspunktet, her y* = 2.

For store = og y vil vi ha 2 < 0 og y < 0: Fasepunktene strgmmer mot mindre verdier.

Hvordan skal vi fa et sammenhengende faseportrett ut av dette? Alle fasepunkter vil
altsa havne i fikspunktene F; eller F3, bortsett fra dem som ligger ligger pa kurven C'; disse
havner i Fy. Kurven C' ma derfor vaere grensekurven (separatrisen) mellom nedslagsfeltene
til de stabile fikspunktene F, og F3, og faseportrettet ma ha fslgende topologi:

J
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; R,

Kommentar: En kan lett f3 med endel detaljer i faseportrettet: (i) Banekurvene har ekstrema for z+y = 2,
og er vertikale for z + 2y = 3, (ii) Separatrisen har likningen § = 2/v/2 i neerheten av Fy, (iii) En ser av (5)
at neer origo er y = konstant - 2%, og tilsvarende kan en finne detalj-forlgpet naer de stabile fikspunktene
F5 og Fs.

Siden nesten enhver begynnelsestilstand havner i F;, eller F; der en av artene er utdgdd,
ma en si at modellen er i overensstemmelse med prinsippet om konkurranseutelukkelse.

Oppgave 2

a) La oss fgrst vise at

I, = /oo u"(z,t) dz = C, = tidsuavhengig,

-0

for n =1 og n = 2. Det fplger enkelt ved & derivere med hensyn pa t¢:

dI,
yre n/u"‘lut dz = n/u”‘1(6uuz — Ugzy) dT
For n =1 er dette [3u? — u,,]®°, = 0 for en lokalisert puls. For n = 2 er det
[2u® — wtgy — %ui *, =0

Sa tyngdepunktet:

dXr

T Cl‘I/wut dz = CJ! /m(Guur — Ugyy) dz = —C! /(3u2 — Uyz) dz = =3C,/Cy
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ved en delvis integrasjon. Altsa er tyngdepunktsfarten konstant.
b) Potensialene u(z,0) og u(z,t) har samme egenverdier.

Antall egenverdier i det assosierte Schrodingerproblemet er lik antall solitoner. En
solitzer bglge er ett soliton, og soliterbglgeprofilet tilsvarer derfor et refleksjonslgst potensial
med 1 egenverdi. Potensialet (m = 1)

—2a2

cosh?[a(z — konstant)]

u(z) =

er refleksjonslgst og har 1 egenverdi. (Konstanten tilsvarer bare valg av origo pa z-aksen.)
Sammenlikning med KdV-solitonet

A
cosh’[1\/c(z — 29 — ct)]

U =

1

viser at a = 5+/¢, og derved

A= 22 =-%

c
2
¢) KdV-likningen beskriver overflatebglger med amplitude en god del mindre enn kanaldyb-

den og utstrekning en god del stgrre enn kanaldybden.

d) I den grunnere kanalen vil amplitude og bredde vere dobbelt sa store relativt til dybden
i forhold til tidligere. Hvis den soliteere bglgen hadde formen

c/2
cosh? ( Ve :1:)

i dimensjonslgse koordinater, vil den ved v — «/2 og z — z/2 i den nye situasjon ha
formen

u(z) = —

c/2

ule) = ~2cosh2 ( Ve x/2)

Med o = % c er dette
1602

cosh®(az)’
Da 16 = m(m + 1) med 3 < m < 4 vil dette potensialet ha 3 diskrete egenverdier, men vil

ikke veere refleksjonslgst. Det tilsvarende bglgeprofilet vil derfor i tidens lgp utvikle seg til
tre atskilte solitoner og i tillegg noe bakgrunnsstgy som beveger seg langsommere.

u(z) = —




Oppgave 3

a) Lyapunoveksponenten A er et mal for hvorledes avstanden mellom to nabopunkter (z;
og z1 + €) endrer seg under iterasjonen. Mer presist:

hr% Tnp1(T1 + €) = Top1(z1) o ™
€~ €

for store n. (Har tatt z,41 for & fa n iterasjoner.) D.v.s.

n—+co dz,
Med zn41 = F(z,) er
d$n+1($1) d.’I,'n+1 dCEn dl‘l
= . o 2 o P2 ) (2ne) - - - F(20),
dz, dz, dzr,—1 dzg Fi(@a) F(@n-1) - F(o)
slik at |
A= nlLrgo ;EIHIF (z:)] .

b) Nar |z] < 1 vil =0.9 < F(z) < 1, dvs |F(z)] < 1. S& bane a vil alltid holde seg i
intervallet (-1,1). Her er den deriverte

1.425

e

F'llz) =%

alltid stgrre enn 11 tallverdi. Lyapunov-eksponenten er derfor positiv, som tilsvarer kaotisk
oppfgrsel.

Bade bane b og bane c tiltrekkes til det stabile fikspunktet ner z = -8, det ses
umiddelbart av en figur:

F&x) /

V4

c) Av punkt b fglger umiddelbart at for bane b og ¢ er Lyapunoveksponenten negativ,
mens den, som sagt ovenfor, er positiv for bane a.
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For en bane som svinger seg inn til et stabilt fikspunkt er
A =In|F'(z*)].
I vart tilfelle er fikspunktet lgsningen av
1—1.9/z*|% =z"

ineerheten av —8. Ved hjelp av kalkulatoren finnes 2* = —8.243617, som innsatt i uttrykket
for Lyapunoveksponenten gir

1.425

A=ln——
8.243617%

= —0.17319.

Oppgave 4

a) Dersom iterasjonen svinger seg inn til et forlgp

F(¢)=¢+1,

vil oscillatoren veere synkronisert med pavirkningen. Ved innsetting for funksjonen F(¢)
vil det si at

f(¢)=(1-9Q)/k
Det var oppgitt at maksimalverdien av |f| var 1, og da f skifter fortegn nar argumentet
pkes med %, ma f variere mellom -1 og +1. Ovenstiende likning kan da bare oppfylles for

1-k<Q<1+k%.
I dette intervallet har altsa G1(¢) = F(¢) — 1 fikspunkt.

61(¢)

0 >4 1
Av figuren ser en lett at nar G(¢) er en monotont gkende funksjon vil et av fikspunktene

til G1(@) veere stabilt, slik at iterasjonen virkelig svinger seg inn til dette fikspunktet.
Ovenstaende intervall svarer til verdien
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b) Den itererte transformasjonen er
F(F(¢))=¢+20+kf($) +kf(6+Q+Ekf(8)).
For sma k kan vi utvikle siste ledd i potenser av k:
kf(p+Q+kf(8)) = kf(¢+9Q) +Ef(8)f (¢ +9Q) + O(K%).
Og nar Q@ = 1 pluss ledd av orden k? eller mindre far vi
F(F(4)) = ¢ +20+kf(¢) + kf(3+3) + K f($)f (¢ + Q) + O(F).
Tilslutt gir innsetting av f(¢ + %) = —f(4): |
F(F(¢)) = ¢ + 20 — B2 f(8) () + O(K®),

som skulle vises. :
For det spesielle tilfellet av f(#) = sin(27 @) blir dette til orden k?:

F(F(¢)) = ¢ + 20 — 2rk?sin(27¢) cos(2n¢) = ¢ + 20 — nk?sin(47 ).
Siste ledd varierer mellom —7k? og +mk?. Vi ser at skal vi ha F(F(¢)) = ¢ + 1 ma
|20 — 1} < k™

Og G2(¢) = F(F(4))—1 vil (pa samme vis som G ) ha fikspunkter, derav et tiltrekkende,
dersom denne betingelsen er oppfylt. Dette intervallet for  tilsvarer

Lo bk < Q< L4bk?

med
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