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Oppgave 1

Likningane er gjeve ved

= 1-(b+ 1Dz +ar?y, (1)
§ = br—ar’y, (2)

a) Fikspunkta er finn ein ved a lgyse & = § = 0. Summen av (1) og (2)
gjevda 1 —x = 0 eller x = 1. Likning (2) impliserer b — ay = 0 eller
y = b/a. Fikspunktet er difor (1,b/a). Stabiliteten finn ein ved a rekne ut




eigenverdiane til Jacobi-matrisa. Vi har

J(z,y) = ( _15_—b2j;a:2;xy —GZ; ) (3)

og dermed
J(1,0/a) = ( b__bl _“a> . (4)

Dette gjev
T = b—a—1, (5)
A = a. (6)

Fikspunktet er stabilt nar realdelen til eigenverdiane er negativ. Dette gjev
T=b—a—1<O0eller b<a+ 1. Fkspunktet er ustabilt for b >a+1. 1
tillegg er fikspunktet eit linesert senter for b =a + 1.

b) & =0gjevy=(b+1)/ax — 1/ax?®. =0 gjev linja z =0 eller y = b/ax.

Desse kurvene er vist pa figur 1. Kurva y = (b + 1)/ax — 1/az? kryssar
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Figure 1: Isoklinar og innfangingsomrade med a = b = 1.

x-aksen i x = 1/(b+ 1). Det betyr at & > 0 pa den delen av den vertikale
linja z = 1/(b+1) som er over x-aksen. Denne linja kryssar kurva y = b/ax i
y = b(b+1)/a. Vihar daat § < 0pa den delen av den rette linjay = b(b+1)/a
som ligg til hggre for x = 1/(b+ 1). Vidare har vi —y —& =2 — 1 > 0 for
x > 1. Det vil seie at dy/dz < 1 for x > 1 og hastigheitsvektoren er brattare
enn linja y = —x. Vi kan da bruke linjay = —z+0b(b+1)/a+1 som ein del av



innfangingsomradet. Denne linja kryssar igjen kurva y = (b+1)/ax — 1/ax?
i punktet (z*,y*) (som det ikkje finst noko enkelt uttrykk for som funksjon
av a og b). Vi veit da at & < 0 pa den vertikale linja fra (z*,y*) til (z*,0).
Tilslutt ser vi fra (2) at y > 0 langs z-aksen for z > 0. Dette er skissert pa
figur 1.

c) Realdelen til eigenverdiane skiftar forteikn nar b — a — 1 = 0. Dette
gjev be(a) = a + 1.

d) Innfangingsomradet som vi fann i b) innheld eit fikspunkt. For a bruke
Poincare-Bendixon teoremet kan vi ikkje ha eit fikspunkt i innfangingsomradet.
Viss fikspunktet er ustabilt kan vi fjerne ein liten omegn rundt fikspunktet
fra innfangingsomradet og bruke Poincare-Bendixon teoremet. Det vil seie at
grensesyklusen eksisterer berre for b > b.. Sidan den stabile syklusen berre
eksisterer nar fikspunktet har blitt ustabilt, er bifurkasjonen superkritisk.

e) Frekvensen er gjeve ved w & im\ = y/a. Altsa er perioden T ~ 27/+/a.

Oppgave 2

Avbildninga er gjeve ved

re,
= , 7
der r > 0 er ein parameter.
a) Fikspunkta er gjeve ved
3
rT
= — 8
! 1+ at (8)

x = 0 er opplagt eit fikspunkt. Dei andre fikspunkta er gjeve ved
2t —ra*+1 = 0. (9)

Lgysingane er

(10)

Ti2+ =

1
ilrimr
2 Y

der 1 er for gvre forteikn inni hakeparantesen og 2 er for nedre. Fikspunkta
eksisterer berre for r > 2.



b) Stabiliteten er gjeve ved den deriverte til funksjonen f(z) = rz®/(1+ z*).

rz?(3 — z?)

flx) = T (11)
Dette gjev f/(0) = 0 og origo er saleis superstabilt. For dei andre fikspunkta
far ein bruke (9)
1—a?
14t

La oss studere 2%, forst. Ved innsetting av 2?2, i (12) finn ein etter litt
opprydding

fl(x) = 142

(12)

flos) = 1-2¥r=4 (13)

,
Vi ser da at f/(z14) < 1. Kan vi ha f'(z;4) < —1?7 Da har vi i tilfelle
1—2vr2—4/r < —leller 1 < +/r? —4/r som aldri er oppfylt. Altsa er x; 4
alltid stabile fikspunkt. Tilsvarande far ein ved innsetting av 22, i (12) etter
litt opprydding

fles) = 142020 (1)

som viser at f'(xe1) > 1 og difor er desse fikspunkta alltid ustabile. Vi
har altsa at f'(z124) > —1 for alle r > 2. Det tyder at vi ikkje kan ha
periodedobling via ein flipbifurkasjon sidan ein ma f’(z) = —1 i fikspunktet.
Det er altsa ingen periode-2 syklus.

Oppgave 3

a) Pa figur 2 kan du sja dei forste stega i konstruksjonen av Sierpinski-
trekanten. I kvart steg fjernar vi ein fjerdedel av arealet til figuren. Altsa er
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Figure 2: Sierpinski-trekanten.

Api1 = 3A,/4 0g A, = (3/4)"Ap der Ay er arealet til trekanten til venstre.
Dette gjev

A = lim A, ,

n—oo

~ 0. (15)



Arealet er saleis lik null.

Dersom vi skalerer alle lengder med ein faktor
ein halv, treng vi 3 trekantar for a dekkje figuren i neste steg. Difor er

dimensjonen
log 3
d = 1.585... 16
=X ) (16)
b) b) La f(z) vere ein glatt funksjon og sja pa sekvensen x,.; = f(z,)
forn=20,1,2,3.... Vi har
A

,}ggog Z In|f'(z;)] (17)

For ei periodisk bane med periode p har vi

1271

A lim — Zln\f (x;)]
TZ—)OOp

1% ,

- In|f(x;
5 ;:0: [ ()]
Bruk av kjerneregelen gjev

1274

NP
LSl @)l = S wlPT)

Dersom ei bane er superstabil har vi [f?]'(zo) = 0. Det impliserer In[f?]' ()
0 = —o0 og difor er A = —o0.

c) Det finst tre typar bifurkasjonar: sadel-bifiurkasjonar, transkritiske bi-
fiurkasjonar og hgygaffel-bifiurkasjonar

Sadel-bifiurkasjonar: Prototypen er

T =

r+a’. (20)
Prototypen er

T=r—+a%.

(21)

Det finst ingen fikspunkt for r > 0, eit fikspunkt for » = 0 og to symmetriske
fikspunkt for r > 0.

Transkritiske bifiurkasjonar: Prototypen er

t=rr—ax°.

(22)



Origo er fikspunkt for alle verdiar av r, men stabiliteten skiftar for r = 0
(stabil for r < 0 og ustabil for r > 0). Origo byttar stabilitet med det andre
fikspunktet x = r.

Hgygaffel-bifiurkasjonar: Prototypen er
i=rr—a°. (23)

For r < 0, origo er stabilt og det einaste fikspunktet. For r = 0 far vi to sym-
metriske fikspunkt. Origo er na ustabilt medan dei to (nyfodde) fikspunkta
er stabile. Viss likninga er # = rz + 2 er origo det einaste fikspunktet og
ustabilt. Etter dei andre fikspunkta blir fédde, blir origo stabilt medan dei
nye er ustabile.



