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Uber die Kriimmung des Raumes.
Von A. Friedman in Petersburg.
Mit einer Abbildung. (Eingegangen am 29. Juni 1922.)

§ I. 1. In ibren bekannten Arbeiten iiber allgemeine kosmo-
logische Fragen kommen Einsteinl) und de Sitter?) zu zwet mog-
lichen Typen des Weltalls; Einstein erhilt die sogenannte Zylinder-
welt, in der der Raum 8) konstante, von der Zeit unabhiingige Kriimmung
besitzt, wobei der Kriimmungsradius verbunden ist mit der Gesamt-
masse der im Raume vorhandenen Materie; de Sitter erhilt eine
Kugelwelt, in welcher nicht nur der Raum, sondern auch die Welt
in gewissem Sinne als Welt konstanter Krimmung angesprochen
werden kann4). Dabei werden wie von Einstein so auch von
de Sitter gewisse Voraussetzungen tiber den Materietensor gemacht,
die der Inkohirenz der Materie und ihrer relativen Ruhe entsprechen,
d. h. die Geschwindigkeit der Materie wird als geniigend Xlein
vorausgesetzt im Vergleich zu der Grundgeschwindigkeitf) — der
Lichtgeschwindigkeit.

Das Ziel dieser Notiz ist, erstens die Ableitung der Zylinder-
und Kugelwelt (als spezielle Fille) aus einigen allgemeinen Annahmen,
und zweitens der Beweis der M&glichkeit einer Welt, deren Raum-
krimmung konstant ist in bezug auf drei Koordinaten, die als
Raumkoordinaten gelten, und abbéngig von der Zeit, d. h. von der
vierten — der Zeitkoordinate; dieser neme Typus ist, was scine
iibrigen Eigenschaften anbetrifft, ein Analogon der Einsteinschen
Zylinderwelt.

2. Die Annahmen, die wir unseren Betrachtungen zugrunde legen,
zerfallen in zwei Klassen. Zu der ersten Klasse gehdren Annahmen,
welehe mit den Annahmen Einsteins und de Sitters zusammen-

1) Einstein, Kosmologische Betrachtungen zur allgemeinen Relativitiits-
theorie, Sitzungsberichte Berl. Akad. 1917,

2) de Sitter, On Einstein’s theory of gravitation and its astronomieal
consequences. Monthly Notices of the R. Astronom. Soc. 1916—1917.

3) Unter ,Raum® verstehen wir hier einen Raum, der durch eine Mannig-
faltigkeit von drei Dimensionen beschrieben wird; der ,Welt® entspricht eine
Mannigfaltigkeit von vier Dimensionen.

4) Klein, Uber die Integralform der Erhaltungssitze und die Theorie der
ridumlich-geschlossenen Welt. Gotting., Nachr. 1918, i

5) Biehe diesen Namen bei Eddington in seinem Buche: Espace, Temps et
Gravitation, 2 Partie, 8, 10. Paris 1921.
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fallen; sie beziehen sich auf die Gleichungen, denen die Gravitations-
potentiale gentigen, und aunf den Zustand und die Bewegung der
Materie. Zur zweiten Klasse gehdren Annahmen iiber den allgemeinen,
soznsagen geometrischen Charakter der Welt; ans unserer Hypothese
folgt als Spezialfall die Zylinderwelt Einsteins und auch die Kugel-
welt de Sitters.

Die Annahmen der ersten Klasse sind die folgenden:

1. Die Gravitationspotentiale gentigen dem Einsteinschen
Gleichungssystem mit dem kosmologisehen Gliede, das man auch gleich
Null setzen darf:

Rik—l/ggﬂcﬁ“}" Agig= —uTy (4, k = 1,2, 3, 4), (A)
hier sind g;x die Gravitationspotentiale, 7j; der Materietensor, % — eine
Kongtante, R == ¢'* R,3; R;x ist bestimmt durch die Gleichungen

B — Bﬂlgﬁ_g_g_@{ik}__a_ [ik}+{iu}{k6}’ (B)

T Pwdm . Bas |6 x| 6 6 f\e
dabei sind die z; (i = 1, 2, 3, 4) die Weltkoordinaten, und {”“1, die

1

Christoffelschen Symbole zweiter Art?), ’ J

2. Die Materie ist inkohdrent und in relativer Ruhe; oder, weniger
streng ausgedriickt, die relativen Geschwindigkeiten der Materie sind
verschwindend klein im Vergleich zu der Lichtgeschwindigkeit. -In-
folge dieser Annahmen ist der Materietensor durch die Gleichungen
gegeben: :
Tix = O ftiir ¢ und %k nicht — 4, (©)
Ty =09
hier ist ¢ die Dichte der Materie und ¢ die Grundgeschwindigkeit;
auBerdem sind die Weltkoordinaten eingeteilt in drei Raumkoordinaten
T, Xy, %3 und die Zeitkoordinate x,.

3. Die Annahmen der zweiten Klasse sind die folgenden:

I. Nach Austeilung der drei Ranmkoordinaten z,, x5, #; haben
wir einen Raum konstanter Kriimmung, die aber abhingen darf
von x, — der Zeitkoordinate. Das Intervall?) ds, bestimmt durch
ds? = gix dx; dxy, kann durch Einfiihrung geeigneter Raumkoordinaten
in folgendeé Form gebracht werden:

ds? = R?(dx? - sin?z, dz} + sin®z, sin? 2, dz])
+ 291 dz,dzy + 295, dxg A, + 295, Ay dwy - gy d).

1) Das Vorzeichen von R;; und von R ist bei uns von dem iiblichen ver-
schieden. .
?) Siehe z. B. Eddington, Espace, Temps et Gravitation, 2 Partie. Paris 1921,
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Hier ist R nur abhingig von x,; R ist proportional dem Kriimmungs-
radius des Raumes, der also mit der Zeit veréinderlich sein darf.

2. In dem Aunsdrucke fiir ds? konnen durch entsprechende Wahl
der Zeitkoordinate g.,, ¢s, g5, zum Verschwinden gebracht werden
oder, kurz gesprochen, die Zeit ist orthogonal zum Raum. Fiir diese
zweite Annahme konnen, wie mir scheint, keine physikalischen oder
philosophischen Griinde angegeben werden; sie dient ausschlieBlich
zur Vereinfachung der Rechnungen. Man mufl noch bemerken, dafl
die Welt Einsteins und de Sitters in unseren Annshmen als
Spezialfall enthalten ist.

Zufolge der Annahmen 1 und 2 kann ds? in die Form

ds? = R2(dx} 4 sinfz, dx] + sind z sin? w,dad) + M2dz] (D)

gebracht werden, wobei R eine Funktion von z, ist und M im all-
gemeinen Falle von allen vier Weltkoordinaten abhingt. Das Ein-

. . . R
steinsche Weltall wird erhalten, wenn man in (D) R? durch — =

ersetzt und auferdem M gleich 1 setzt, wobei B den konstanten (von x,
unabhingigen) Kriimmungsradius des Raumes bedeutet. Das Weltall

2
de Sitters wird erhalten, wenn man in (D) B? durch —% und M

duarch cosz; ersetzt:

¢
dr? = —«-%(dw? + gin? 2, d - sin?z, sin? xy d2}) + daf, (D)
R2 . . o
dr? = ——-CT(d;c? + sin?z, dag -+ sin?z, sin? xy dx3) + cos?z; dzi 1). (Dy)

4. Nun miissen wir noch eine Verabredung treffen iiber die
Grenzen, in denen die Weltkocordinaten eingeschlossen sind, d.h.
dariiber, welche Punkte der vierdimensionalen Mannigfaltigkeit wir als
verschieden ansprechen werden; ohne uns in eine nibere Begriindung
einzulassen, wollen wir voraussetzen, daB die Raumkoordinaten in den
folgenden Intervallen eingeschlossen sind: z, im Intervall (0, ); x, im
Intervall (0,z) und x; im Intervall (0, 2w); in bezug auf die Zeit-
koordinate machen wir vorliufig keine beschrinkende Annahme, sondern
wollen diese Frage weiter unten betrachten.

1) Das ds, von dem vorausgesetzt wird, dal es die Dimension der Zeit hat,
Linge
Masse
und ist in CGS-Einheiten gleich 1,87.10—27, Biehe Laue, Die Relativitits~
theorie, Bd. II, 8. 185. Braunschweig 1921.

bezeichnen wir durch d7; dann hat die Konstante % die Dimension
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§2. 1. Aus den Annabmen (C) und (D) folgt, wenn man in den
Gleichungen (A) i =1, 2, 3 und &k = 4 setzt:

R@)E =) gg = F (@) 5 = 0

daraus ergeben sich die zwei Fille: (1) R'(w,) = 0, R ist unab-
hingig von x,, wir wollen diese Weli als stationire Welt be-
zeichnen; (2) R'(#,) nicht = 0, M hingt nur von w, ab; dies soll
die nichtstationdre Welt heifen.

Wir betrachten zuerst die stationire Welt und schreiben die
Gleichungen (A) fiir 4, ¥ = 1, 2, 3 und auBerdem ¢ nicht — % hin,
dapn erhalten wir folgendes Formelsystem:

azM tox y{ F=—N ()
P, 00y 8 MGn, T
oM oM
_—3211 axs_ cotg wl-ﬁ; =0,
M

oM
——— —cotg ¥y z— = O.
Da,0m, 0 g
Die Integration dieser Gleichungen liefert folgenden Aus-
druck fiir M:

M = A (x5 x,) sin z, sin xy + B (g, 2,) 8in 3y + C (2, 2,), (1)

wo A, B, O willkiirliche Funktionen ihrer Argumente sind. L&sen
wir die Gleichungen (A) pach R;; auf und eliminieren aus den noch
nicht gebrauchten Gleichungen die unbekannte Dichte g !), so erhalten
wir, wenn wir fiir M den Ausdruck (1) einsetzen, nach etwas langen,
aber ganz elementaren Rechnungen folgende zwei Moglichkeiten fiir A:

M — M, — const, (2)
M = (dyz, + B,)cosm, (3)

wo M, A, B, Konstanten bedeuten.

Ist M gleich einer Konstanten, so ist die stationire Wely die
Zylinderwelt. Hier ist es vorteilbaft, mit den Gravitationspotentialen
der Formel (D;) zu operieren; bestimmen wir die Dichte und die

GroBe A, so wird das bekannte Resultat Einsteins erhalten:
c 2 -  4m?
=@ M=7R

wobei M die Gesamtmasse des Ranmes bedeutet.

A=

1) Die Dichte @ ist bei uns eine unbekannte Funktion der Weltkoordinaten
Tyy Ty Lgy Tyo
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In dem zweiten moglichen Fall, wenn M durch (3) gegeben ist,
kommen wir mittels einer verniinftigen Transformation von x,1) zu
der Kugelwelt de Sitters, in der M — cosz, ist; mit Hilfe von (D,)
erhalten wir die Beziehungen de Sitters:
3¢
R2’

Wir haben also folgendes Ergebnis: die stationire Welt ist
entweder die EinsteinscheZylinderwelt oder die de Sittersche
Kugelwelt.

2. Wir wollen nun die nichtstationire Welt betrachten. M ist
jetzt eine Funktion von x,; durch entsprechende Wahl von x, kann
man erreichen (ohne der Allgemeinheit der Betrachtung zu schaden),
daf M = 1 wird; um an unsere gewohnlichen Vorstellungen anzu-
kniipfen, geben wir ds? eine Form, die (D) und (D,) analog ist:

2
dz? = ——-R;c(-z@ (daf 4 sin?z, daf - sin?x, sinr, dag) 4 dai. (D)

A= ¢ =0, M= 0.

Unsere Aufgabe ist nun die Bestimmung R und ¢ aus den
Gleichungen (A). Es ist klar, daB die Gleichungen (A) mit ver-
schiedenen Indizes nichts liefern; die Gleichungen (A) fir i=—=%k=—1,2,3
geben eine Beziehung:

R* 2RR’ ¢

Tt tm— =0 @
die Gleichung (A) mit i = k — 4 liefert die Beziebung:
3R? 3¢
—_ ] = xc? H
T e L==xclp, (5)
1 2
mit R = aR und R" = d I‘: .
dr, dx;

Da R’ nicht == 0 ist, so gibt die Integration der Gleichung (4),
wenn wir noch ¢ fiir x, schreiben, folgende Gleichung:

i
l(d‘EY“ S T (6)
e \dt R
wo A eine willkiirliche Konstante ist. Aus dieser Gleichung erhalten
wir B durch Umkebrung eines elliptischen Integrals, d. h. durch Aunf-

Iésung nach R der Gleichung
R

t.:—j — iz 4+ B, (M)
A

c

[

') Diese Transformation wird durch die Forme! dz, = Vd,2,+ Bydx,
gegeben.
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in der B und ¢ Konstanten sind, wobei noch Riicksicht genommen
werden muB auf die gewdhnlichen Bedingungen des Vorzeichen-
wechsels der Quadratwarzel. Aus der Gleichung (5) 148t sich ¢ be-

stimmen zun
0o =% ®
durch die Gesamtmasse des Raumes M driickt sich die Konstante A
folgendermaBen aus: u i
= (9)

Ist M positiv, so wird A auch positiv.

8. Der Betrachtung der nichtstationiren Welt miissen wir die
Gleichungen (6) und (7) zugrunde legen; dabei ist die GréBe A nicht
bestimmt; wir werden annehmen, daB sie beliebige Werte haben

kann. Wir bestimmen nun die-

4 jenigen Werte der Verinder-
aer lichen z, bei denen die Quadrat-
a5t wurzel der Formel (7) ihr
ek Vorzeichen wechseln kann. Be-
’ schrinken wir unsere Betrach-
a3r tung anf positive Kriimmungs-
g2l radien, so geniigt es, fiir & das
FZid Intervall (0, oo) zu betrachten
r / und in diesem Intervall die
S ——F—F—3=—>x Werte von z, die den Radikan-

SEYE den gleich O oder oo machen.

Ein Wert von z, fiir den die
i Quadratwurzel in (7) gleich
- ' Null wird, ist z=—0; die
iibrigen Werte von z, bei denen
die Quadratwurzel in (7) ihr
Vorzeichen wechselt, sind durch

. .. . p)
die positiven Wurzeln der Gleichung 4 — z e 28 = 0 gegeben.
Wir bezeichnen %2- durch y und betrachten in der (z, y-) Ebene die

Kurvenschar dritten Grades:

yai—ax+ 4 =0. (10)
A jst hier der Parameter der Schar, der im Intervall (0, co) variiert.
Die Kurven der Schar (s. Fig.) schuneiden die z-Achse im Punkte
#=—= A, y = 0 und haben ein Maximum im Punkte
34 4
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Aus der Fignr ist ersichtlich, daf fiir negative A die Gleichung
—x+—m3 — 0 eine positive Wurzel z, im Intervall (0, 4) be-
sitzt. Betrachtet man z, als Funktion von i und 4:
2o = 0O (4, 4),
so findet man, dall ® eine zunehmende Funktion von A und eine zu-
nehmende Funktion von 4 ist. Ist 4 im Intervall (O 4 E) gelegen,
8o hat die Gleichung zwel positive Wurzeln .y = @ (4, 4) und

3
xo = ¥ (4, 4), wobei z, in das Intervall (A, —2Ai> und x5 in das Intervall

<32A ) oo> fallt; @ (A, 4) ist eine zunehmende Funktion wie von 4, so
auch von A, & (4, 4) eine abnebmende Funktion von 4 und 4. Ist

endlich 4 grofler als 3 T2 5° hat die Gleichung keine positiven

Whurzeln.

Wir gehen nun zur Betrachtung der Formel (7) iiber und schicken
der Betrachtung folgende Bemerkung voraus: es sei fiir { = {; der
Krimmungsradius gleich R;; das Vorzeichen der Quadratwurzel in (7)
ist fiir ¢ = {, positiv oder negativ, je nachdem, ob fiir { = ¢, der
Kriimmungsradius wichst oder abuimmt; indem wir nétigenfalls ¢
durch —1{ ersetzen, konnen wir die Quadratwurzel immer positiv
machen, d. h. durch Wahl der Zeit 148t sich immer erreichen, dafl der
Krimmungsradius fiir { — ¢, mit wachsender Zeit zunimmt.

2
4. Wir betrachten zuerst den Fall 1> —:— i;, d.h. den Fall, daB

. . A .. .
die Gleichung 4 — x + ﬁaf-’? == 0 keine positiven Wurzeln besitzt.

Die Gleichung (7) kann dann so geschricben werden

R

(11)

wobei zufolge unserer Bemerkung, die Quadratwurzel immer positiv
ist. Daraus folgt, daB IR cine zunehmende Funktion von ¢ ist;
der positive Anfangswert R, ist von jeder Einschrinkung frei.

Da der Kriimmungsradius nicht kleiner als Null sein darf, so -
mubl er mit abnehmender Zeit ¢ von R, an abnehmend im Augen-
blick ¢ den Wert Null erreichen. Die Zeit des Anwachsens von R
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von 0 bis R, wollen wir die Zeit seit der Erschaffung der
Welt nennen 1); diese Zeit ¢ ist gegeben durch:

By o
Y| Y E— )
p A—x+§&-éac3

Die betrachtete Welt bezeichnen wir als monotone Welt
erster Art.

Die Zeit seit der Erschaffung der (monotonen) Welt (erster Art),
betrachtet als Funktion von R, A4, A, hat folgende Eigenschaften:
1. sie wichst mit wachsendem R,; 2. sie nimmt ab, wenn A zunimmt,
d. h. die Masse im Raume vergroBert sich; 3. sie nimmt ab, wenn 4 zu-
2

nimmt. Ist 4> 3 R,, so ist fiir ein beliebiges A die seit der Er-

schaffung der Welt verflossene Zeit endlich; ist A<-—§—Ro, so kann

immer ein solcher Wert von 1 = 4, = gefunden werden, dal

4c?
94
bei Anniherung von 4 an diesen Wert die Zeit seit der Erschaffung
der Welt unbeschrinké zunimmt.

5. Jetzt soll 4 im Intervall (0,

4c?
9 A2
fangswert des Kriimmungsradius in den Intervallen: (0, ), (0 2b),
(20, 00) liegen. TFillt B, in das Intervall (wm,, o), so ist die Quadrat-
wurzel in Formel (7) imaginir; ein Ranm mit dieser Anfangskriimmung
ist unmdoglich.

Dem Falle, dal R, im Intervalle (0, x,) liegt, widmen wir den
nichsten Abschnitt; hier betrachten wir noch den dritten Fall:
Ry> 2z oder R,>® (4, A). Durch Betrachtungen, die den vorher-
gehenden analog sind, lilit sich zeigen, daBl R eine zunehmende
Funktion der Zeit ist, wobei B mit dem Werte 2; = & (4, 4) be-
ginnen kann. Die Zeit, die yon dem Augenblicke, wann R = x; war,
bis zum Augenblicke, dem R = R, entspricht, verflossen ist, nennen
wir wieder die Zeit seit der Erschaffung der Welt. Sie sei ¢/, dann ist

liegen; dann kann der An-

t’:.l_j I 7% (13)
g A'—w+ %ﬁxs

Diese Welt nennen wir monotone Welt zweiter Art.

1) Die Zeit seit der Erschaffung der Welt ist die Zeit, die verflossen ist
von dem Augenblicke, als der Raum ein Punkt war (I == 0) bis zum gegen-
wirtigen Zustande (B = R,); diese Zeit darf anch unendlich sein.
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6. Wir betrachten nun den Fall, daB 1 zwischen die Grenzen
(— o=, 0) fallt. Ist in diesem Falle Ry>x, = @ (4, 4), so wird die
Quadratwurzel in (7) imaginir, der Raum mit diesem R, ist unmoglich.
Ist R, < x,, so ist der betrachtete Fall identisch mit dem, den wir im
vorigen Abschnitt beiseite gelassen haben. Wir setzen also voraus,

daf 4 im Interva]l( ) liege und Ry <1, sel. Durch be-

o 9 o
kannte Erwigungen!) kann man nun zeigen, daB R eine periodische
Funktion von { wird, mit der Periode f,, wir nennen sie die Welt-
periode; {, ist durch die Formel gegeben:

2 .
tw == —J' «+ da. {14)
b A—zx+ s x3
Der Kriimmungsradias variiert dabei zwischen 0 und x, Wir

wollen diese Welt die periodische Welt nennen. Die Periode der
periodischen Welt nimmt zu, wenn wir A vergréfern, und strebt

2
gegen Unendlich, wenn 4 dem Werte 4, = 4—0 zustrebt.

942
Fiir kleine 4 wird die Periode durch die Annihernngsformel
e = EC_A (15)

dargestellt.

Beziiglich der periodischen Welt sind zwei Gesichtspunkte moglich:
zihlen wir zwei Ereignisse fiir zusammenfallend, wenn ihre Raum-
koordinaten zusammenfallen und die Differenz der Zeitkoordinaten ein
ganzes Vielfaches der Periode ist, so wichst der Kriimmungsrading
vou 0 bis x, und nimmt dann bis zom Werte 0 ab; die Zeit der
Weltexistenz ist endlich; andererseits, wenn die Zeit zwischen — oo
und 4 oo variiert (d. h. wir betrachten zwei Ereignisse nur dann als
zusammenfallend, wenn nicht nur ihre Raumkoordinaten, sondern auch
ihre Weltkoordinaten zusammenfallen), so kommen wir zu einer wirk-
lichen Periodizitit der Ranmkriimmung.

7. Unsere Kenntnisse sind vollstindig ungeniigend, um Zahlen-
rechnungen auszufithren und zu entscheiden, welche Welt unser Weltall

1) Siehe z. B. Weierstrass, Uber eine Gattung reell periodischer Funktionen.
Monatsber. . Kénigl. Akad. d. Wissensch. 1866 und Horn, Zur Theorie der kleinen
endlichen Schwingungen. ZS. f. Math. und Physik 47, 400, 1902. In unserem
Falle miissen die Betrachtungen dieser Autoren zweckentsprechend verdndert
werden; indessen wird die Periodizitdt in unserem Falle durch elementare Be-
trachtungen festgestellt.

Zeitschrift fiilz Physik. Bd. X. 28



386 A. Friedman, Uber die Krimmung des Raumes.

ist; es ist moglich, dal das Kausalititsproblem und das Problem der
Zentrifugalkraft diese Fragen beleuchten werden. Es ist noch zu
bemerken, dal die ,kosmologische* Grofie 4 in unseren Formeln un-
bestimmt bleibt, da sie eine tberzihlige Konstante in der Aufgabe
ist; moglicherweise konnen elektrodynamische Betrachtungen zu ihrer
Auswertung fithren, Setzen wir A = 0 und M == 5.102 Sonnen-
massen, so wird die Weltperiode von der Ordnung 10 Milliarden Jahren.
Diese Ziffern kénnen aber gewiff nur als eine Illustration fiir unsere
Rechnungen gelten.

Petrograd, 29. Mai 1922.




