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Riktig svar: C.

Stupebrettet er i ro, dvs vi har statisk likevekt. Det betyr
at summen av alle krefter i vertikal retning er null og
at dreiemomentet om enhver akse er lik null. Vi ser da
umiddelbart at kraften F4 er rettet nedover for a gi null
dreiemoment om B. Vi ser videre at kraften Fg er rettet
oppover for & gi null dreiemoment om A.

a) Vivelger her forst a beregne dreiemomentene om A. Kraf-
ten F'4 har da null arm og dermed null dreiemoment. Dreie-
momentene pga tyngdekreftene er negative siden de prgver
a dreie med klokka om A. Tyngdekraften for stupebrettet
angriper i tyngdepunktet som ligger i avstand L/2 fra A.
Dreiemomentet pga Fp er positivt siden det prgver a dreie
mot klokka om A. Totalt dreiemoment om A lik null gir

L
0 = FA-O—mga—MgL-i-FBd

gL m
Fg = — | M+ —
B d( —|—2>

b) Kraftbalanse i vertikal retning gir (med positiv retning valgt oppover)

0
Fy

Riktig svar: D.

= —Fa—mg—Mg+Fp

= FB—(m—l—M)g:g;/(M—&-T;)—(m—f—M)g

La oss bruke dreiemomentbalanse om B til & kontrollere at vi har riktig uttrykk for F4:

B =

Ser bra ut!

L
Fad —mg (2—d> — Mg(L —d)

gL(M—i—T;)—(m—i—M)gd—mg(S—d)—Mg(L—d)
0.



Oppgave 2

a) Det er tre krefter som virker pa ballen, snordraget S, tyngdekraften G = Mg og
normalkraften fra veggen, N. Ballen er i ro, dvs i statisk likevekt. Da ma f.eks det
totale dreiemomentet om ballens tyngdepunkt B veere null. Bade N og G har null
arm mhp en akse gjennom B, og bidrar derfor ikke til 75. Da kan heller ikke S gi noe
dreiemoment om B, og snoras forlengelse méa passere gjennom B.

La oss kalle vinkelen mellom veggen og snora for 8. Null nettokraft pa ballen horisontalt
gir da
N — Ssinf =0,

mens null nettokraft vertikalt gir

Y Scosf — Mg =0.
Siden snoras forlengelse gar gjennom B, har vi

VIZFTR?-R _ JI(L+2R)

cosf = L+R L+R
og
R
tanf = ——————,
L(L + 2R)

slik at

Mg L+ R

“cost Y L(L+2R)
og

R

VL(L +2R)

N = Ssinf = Mgtanf = Mg
Riktig svar: A.

Hvis snora er veldig lang, L > R, er S ~ Mg og N ~ 0. Det er rimelig for en ball som henger i ei praktisk
talt vertikal snor. Hvis snora er kort, L < R, blir bade S og N store, og tilnsermet lik

SzNzMgwg.

Eksempelvis blir S = N = 10Mg hvis L = R/200. (F.eks ball med radius 10 cm og snor med lengde 0.5
mm.) Litt friksjon mellom ball og vegg vil endre pa dette.

b) La oss her kalle vinkelen mellom vegg og snor for a. Null dreiemoment om B
gir da
Ssina-R—f-R=0,

dvs
f = Ssina.

Maksimal friksjonskraft er fiax = wN. Null nettokraft horisontalt gir da
N = Ssina = f = uN,

dvs = 1, som akkurat gjgr det mulig & ha snorfestet gverst pa ballen. Riktig
svar: B. (En mye enklere lgsning finnes ved a bruke snoras festepunkt som re-
feransepunkt. Da har f og N like stor arm, R, slik at f = N og u = 1 fglger
umiddelbart.)




Oppgave 3.

a) Her har vi fire ukjente: 0y, S, f, N. Dette krever fire ligninger. Nar snella holdes i ro av snora og friksjonen,
gjelder N1:

Normalt skraplanet: > F; =0 = N = Mgcosf (I)

Langs skraplanet: 5 Fjj =0 = Mgsin0=f+5 (II)
der f er friksjonskrafta.

N1 for rotasjon (mhp snellas massesenter): > 7=0 = Sr=fR (III)

Statisk friksjonskraft kan ligge mellom null og en gvre grense:

f<usN=pusMgcos® (IV)

Ved grensa § = 6y — dvs der hvor snella akkurat glipper fra underlaget og begynner a rulle/slure — er
friksjonskraften lik det maksimale: f = usMgcosbp.

Ligning (III) gir S = (R/r)f, som innsatt i ligning (II) gir

Mgsinby — f — (R/r)f = 0.
Innsetting av maksimalverdien av f gir en ligning for 6y:
Mgsinfy = psMgcosbp(l + R/r) = tanfy = pus(1+ R/r),

og dermed
0y = arctan [us(1 + R/r)].

Riktig svar: A.

b) Snorkrafta:

R R MgR
S=—f=—usMgcosbty, Alternative uttrykk: S = +gR sinfp = Mg (sinfy — ps cosfy) .
r r r

Riktig svar: C.

c¢) Nar snella har begynt a slure, ma ligning (II) og (III) erstattes av N2. Vinkelen er na gitt lik 6 (> 6y), og
de fire ukjente blir: a, S1, f, N. Snorkraften blir en annen enn tidligere, derfor nytt symbol for den, og akse-
lerasjonen a langs skraplanet blir en ukjent. Friksjonskraften na er gitt av den kinetiske friksjonskoeffisienten
M

f=peN = upMgcos®.

Ligning (I) bestemmer N og ligning () bestemmer f, slik at vi har igjen bare to ukjente, a og S1. To ligninger:



N2 langs skraplanet: > Fjj = Ma = Mgsin0 — f -5 = Ma (IIb)
N2 for rotasjon (om snellas massesenter): Sr=Iw = —fR+Sr=1Iw (IIb)

der I = treghetsmomentet om snellas akse. Vi har valgt a positiv nedover og positiv w mot klokka (=
den retningen det virkelig gar). Nar snella rutsjer nedover, rulles snora ut med hastighet v = wr (IKKE
v =wR!), og w = v/r = a/r. N2-ligningene (IIb) og (IIIb) gir da (vi venter litt med & sette inn for f):

Mgsing — f—S51 = Ma (1)
—fR+S1r = I (a/r). (2)

To ligninger og to ukjente (a og Si). Eliminerer S; fra ligning (1) og setter inn i ligning (2):

S1=Mgsinf — f — Ma 2, —fR+ Mgrsing — fr =1 (a/r) + Mar. (3)

Lgsning av a, med litt smarte divisjoner og innsetting av f gir

sin @ — py cos 6 (1 + %)
1+ 1/(Mr?)

a=4g

Riktig svar: A.

Oppgave 4.

X
a) Det kortvarige, kraftige stgtet gir kula en (lineser) impuls og en dreieimpuls (relativt massesenteret):

FAt = MAV = MV,
TAt = FhAt = [pAw = Iywyg.

Fortegnsvalg: Positiv translasjon i positiv x-retning og positiv rotasjon med klokka, vist i figuren. Vi har

som oppgitt neglisjert friksjonskraftens bidrag i det korte tidsrommet At, noe som er rimelig unntatt for slag

som er veldig svake. En god snookerspiller kan mobilisere en langt stgrre kraft F' nar det er hensiktsmessig.

Vi eliminerer den ukjente stgrrelsen FAt fra de to ligningene, og far derved en relasjon mellom V{ og wy,
R? 5h

2
MhVy = Igwg = Vo—5—hw0 eller wo—ﬁ%. (4)

Riktig svar: D.

b) Ren rulling forutsetter at V) = Rwy, og denne betingelsen er bare oppfylt nar ho/R = +2/5. Riktig svar: B.



¢) Dersom h > 2R/5, vil wg > Vp/R, dvs kula roterer for fort i forhold til ren rulling. Det inneberer at
undersiden av kula glir mot venstre pa underlaget, og friksjonskraften vil derfor veaere rettet mot hgyre.
Retningen kan ogsa fastlegges ved at friksjonskraften forsgker & oppna perfekt rulling ved & redusere vin-
kelhastigheten og gke translasjonshastigheten. Med kinetisk friksjon er f = upN = upMg; ingen bevegelse
vertikalt, s& N = Mg. Riktig svar: B.

(Dersom h < 2R/5, er situasjonen den motsatte: Friksjonskraften virker mot venstre og gir kula rotasjons-
akselerasjon og translasjonsretardasjon. For h < 0 vil wg < 0, dvs kula roterer ”feil” vei. Friksjonen virker
fortsatt mot venstre, dvs den forsgker a fa kula til & rotere rett vei.)

Velger vi referansepunktet (hvor som helst) langs x-aksen, vil 7y x f = 0, der ry er f’s angrepspunkt,
som er i kontaktpunktet mellom kule og bord. De to vektorene er parallelle. Ingen andre krefter gir noe
dreiemoment om origo etter at stgtet er avsluttet, og total dreieimpuls relativt origo ma derfor veere bevart.
(Luftmotstanden, som vi har neglisjert, gir selvsagt et grlite dreiemoment, noe som gdelegger for perfekt
dreieimpulsbevarelse.)

d) Total dreieimpuls blir

L, = L=M[rxV],+Iw= MRV + Iyw
start: Lo = MRVp+ (2/5)MR?wo 2 MRVi(1 + h/R)
ved ren rulling: L, = MRV, +(2/5)MR*-V,/R = (7/5)MRV,.

Da dreieimpulsen er bevart, ma vi ha Ly = L,, som gir hastigheten nar ren rulling er oppnadd:

5/ h
V;:7<1+R)V{). (5)
Riktig svar: C.
V.V,
A
1077 |
1 ,,,,,,,,,,
; . hR
-1 0 255 |

Nar h/R = —1—%, finner vi V, = Vj, som vi burde. Nar h/R > %, vil altsa massesenterhastigheten gke pa
vei mot den endelige rullebevegelsen, ellers vil den avta. Merk at V. > 0 alltid, uansett hvor lavt pa kula
kgen treffer, dvs det er ikke mulig a fa kula til a trille tilbake etter at ren rulling er oppnadd. For h = — R

(vanskelig i praksis!) stopper kula.

e) Nar translasjonshastigheten endres fra V) til V, i lgpet av en tid ¢, (som skal bestemmes), er det ene og
alene friksjonskraften f = ;Mg som gir denne akselerasjonen. Akselerasjonen a = f/M = pjg er konstant,
og vi kan bruke konstant-akselerasjonsligningen V,, = V + at, til a bestemme ¢,. Som funnet i b) peker f
mot hgyre, og a er positiv nar h/R > 2/5, mens f peker mot mot venstre og a er negativ nar h/R < 2/5.



Vi tar for oss tilfellet positiv a:

h
Vo = Votat, og m—?@+y@

1 1 2 5 2 5h .
=t = a(Vr—Vb)—(—7+)Vb—VO (ZR_1> nar h/R > 2/5.

Riktig svar: A.

Nar h/R < 2/5, blir a = —pugg, og fortegnet snus:

2 5h
t, = W 1——-—— ar h/R < 2/5.
(ng( 2R> nér h/ R <2/

Om gnsket kan vi sammenfatte dette til en ligning:

t =
Y

1——-—| foralle h/R € (—1,1).

A ‘ 5h
2R

Verdien er 0 bare for h/R = 2/5, i trad med det vi visste fra for.

f) Energiberegninger: Forst startenergien uttrykt ved translasjonsenergien %M Vi

1 1 1 h?
Ko = §MVO2 + 5Iow8 W §MVO2 <1 + 5) .

Dernest energi for den rullende kula med w, = V,./R:
1 1 1 5 5) 1 5 h\?
K,=-MV?+ -] 2:M2-=M2-<1 )
MV +glowr =g MV = MVe 2 (T g
Og vi kan uttrykke energitapet:

1 5 h  h? 5 h? 1 2 5h\?
AK =K, —Ko=-MVZ | [14+2=+ = | - (14+== || =—-=zM 2.-<1—)

etter litt algebra. Vi kan ogsa uttrykke relativ energi etter at rulling er oppnadd:

2
5 h
K7 (1+%)
T Kn 1. 5R2
KO 1 + 2RZ
En kontroll: Med et stgt som gir ren rulling (h/R = 2/5) er € = 1, dvs ikke energitap. Med h = —R er e = 0,
dvs 100% energitap. Dessuten: Med h = +R er ¢ = 40/49 og med h =0 er e = 5/7.

g) Det er konstant akselerasjon slik at lengden som kula glir langs underlaget for ren rulling oppnas, finnes
fra gjennomsnittsfarten (V'):

I

1 212 5h 5h
=Wt ==V + Vo) t, = —9 (6+—) |1 - —
= Vitr =5 + Vo) 49,%9( +2R) ‘ °R

der vi har brukt uttrykk for V,. og t, ovenfra. Kontroll: x, = 0 nar h/R = 2/5.

Vi har leert at det kreves relativt omfattende regning for & bestemme ¢, eller x,, mens V;. i pkt d) (og dermed,
med litt ekstra faktoriseringsstrev, AK) faller nesten rett ut ved bruk av dreieimpulsbevarelse.

Det ville ogsa ha veert interessant a analysere bevegelsen etter et stgt som treffer til hgyre eller venstre for
xy-planet. Dette vil gi sidelengs rotasjon (w vertikal), noe som kan gi en ikkelineser bane. For curlingspillere
er vertikal w viktig for curlingsteinens videre bevegelse. Men det er utfordrende a regne pa!



