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Lgsningsforslag til gving 7.

Oppgave 1

a) Mhp aksen gjennom A (normalt papirplanet) har staven et treghetsmoment M D?/3 (se forelesningene).
En ekstra (punkt-)masse m i avstand d gir ganske enkelt et ekstra bidrag md?, slik at

1
I= §MD2 + md>.

Riktig svar: A.

b) For sammenstgtet mellom kule og stav er det bare kula som har impuls, slik at

A~

p; = mux.

Riktig svar: B.

¢) For sammenstgtet er det bare kula som har dreieimpuls mhp A, dens banedreieimpuls mhp A er
L; =7r xp, =—dy X mvZ = mvdz.

Med impuls i z-retning bidrar ikke z-komponenten av r til dreieimpulsen. Riktig svar: B.

d) Tyngdekraften som virker pa staven og kula i ssammenstgtet har ingen arm mhp A. En eventuell kraft fra
akslingen i sammenstgtet angriper staven i A og har dermed heller ingen arm mhp A. Da er det ikke noe
ytre dreiemoment mhp A som pavirker systemet, og dreieimpulsen mhp A er bevart: Ly = L; = mvdZ.
Riktig svar: B.

e) Stav pluss kule er et stivt legeme med treghetsmoment I og dreieimpuls mvd mhp A rett etter sam-
menstgtet. Systemet utforer ren rotasjon om A. Da har vi L = [w, slik at
L v/d

YT T 1y MDY 3md?

Alternativt uttrykt som alternativ D i oppgaveteksten. Riktig svar: D.

f) Like etter sammenstgtet har alle deler av staven, inklusive den ”absorberte” kula, hastighet i positiv
z-retning:
’U(y) = _wy;ﬁa

slik at v =0 ved A (y = 0) og v = wDZ helt nederst (y = —D). Gjennomsnittshastigheten for staven blir
dermed wDZ/2 og dens impuls MwDz /2. Til dette ma vi huske a addere kulas impuls mwdz. Folgelig:

1
Py = (2MD + md) wi.

Innsetting for w fra e) gir
mv + MvD/2d

P =1y MD?3maz ™




Siden vi skal sammenligne p;y med p;, trekker vi ut mv = p; fra telleren og far

1+ MD/2md
Py MD?3mad?

Py =

Riktig svar: A.

g) Her vil forholdet mellom leddene som adderes til 11 teller og nevner avgjgre om det er ps eller p; som er
stgrst:
MD/2md  3d
MD?2/3md? 2D’

Dermed: Hvis d = 2D/3, er py = p;. Treffer kula ngyaktig her, gnsker stavens gvre ende ikke a bevege seg i
sammenstgtet, og vi har faktisk impulsbevarelse.

Hvis d > 2D/3: Kula treffer staven sa langt ned at rotasjonsbevegelsen ville ha blitt slik at stavens gverste
ende rett etter stgtet ville ha beveget seg mot venstre. Men staven er festet i A og beveger seg ikke der.
Dette ma skyldes en kraft F' fra akslingen pa staven i A rettet mot hgyre. Og et ytre kraftstgt F' - At rettet
mot hgyre vil som kjent gi en gkning i systemets impuls i denne retningen. (Her er At sammenstgtets (korte)
varighet.)

Tilsvarende: Hvis d < 2D/3, treffer kula staven sa langt opp at gverste ende ”prgver” a bevege seg mot
hgyre. En kraft fra akslingen rettet mot venstre forhindrer dette, og gir samtidig systemet en redusert impuls
mot hgyre.

(I det widere forlgpet, nar tyngdekraften far virke pa systemet, med en arm mhp A som ikke er null, har
vi selvsagt ikke impulsbevarelse - og heller ikke dreieimpulsbevarelse - men det var det ikke spgrsmal om her.)

h) Kinetisk energi for stotet:
1

K, = §mv2.
Kinetisk energi rett etter stgtet:
1 1
Ky = —m(wd)?®+ = dm(wy)?
2 staven
_ lmw2d2 / Mdy » 2
2 2

1
= —mwld®+ *MD2w2
2 6

oo 1 2 (U/d>2
- “MD
(de T ) (1+ MD?/3md?)?

K;
1+ MD?/3md?"

Dermed er endringen i kinetisk energi

K;
1+ 3md?/M D?’

AK =Ky - K; = —
og relativ endring, i absoluttverdi, som i alternativ A i oppgaveteksten.

Hvis kula har mye stgrre masse enn staven, m > M, er AK/K; ~ 0. Det hgres rimelig ut: Staven repre-
senterer kun en ”ubetydelig hindring” for kula, som (rett etter stotet) fortsetter som om intet hadde hendt.
Hvis kula derimot har mye mindre masse enn staven, m < M, blir AK/K; ~ —1 = —100%. Det hgres ogsa
rimelig ut: Staven er sa tung i forhold til kula at den henger praktisk talt i ro etter stgtet. (Tenk bare pa
grensen M — oo; da er staven som en "massiv vegg”, all bevegelse opphgrer, og hele den kinetiske energien



er tapt som varme og eventuelt deformasjon av kule og stav.)

Oppgave 2

a) C. Bruk Steiners sats, I} = Iy = Iy + Md? med d = Ry = R,.

b) C. I luftlinje i nord-syd-retning er det ca 40 mil mellom Oslo og Trondheim, dvs ca 4 - 10°> m. Dette blir
bilimpulsens ”"arm” a. Bilen har masse omlag 1000 kg og hastighet gstover ca 25 m/s. Dreieimpulsen mhp
et sted i Oslo sentrum blir dermed L = mwva ~ 1000 - 25 - 4 - 105 = 10'° kg m?/s.

¢) A. Vi har 7 = [yw, N2 for rotasjon om akse gjennom slipesteinens tyngdepunkt. Her er 7 = Sr =

20 - 0.25 = 5.0 i Sl-enheter. Dessuten er w = 60/12 = 5.0, ogsa i Sl-enheter. Dermed ma Iy veere lik 1.0, i
SI-enheten kg m?.

3: Svingninger

a) Vi antar at Hookes lov, F' = —kx, gjelder for fjeera. Newtons andre lov gir da
d*x
eller

i+ wir=0

med w? = k/m. Ligningen har lgsning z(t) = A cos(wot + ¢), som gitt i oppgaveteksten. Klossen svinger
altsa med vinkelfrekvens w = \/k/m, og dermed med periode T' = 27 /wy = 2w+/m/k. Riktig svar: C.

b) og ¢) Amplituden A og fasekonstanten ¢ fastlegger vi ved a bruke de oppgitte initialbetingelsene x(0) = xg
og v(0) = #(0) = vg. Vi har
v(t) = 2(t) = —woAsin(wot + @)

slik at
rg = Acos¢

og
Vo = —a.)()A sin d)

Herfra er det flere mulige veier & ga. Vi kan for eksempel dele disse to ligningene med hverandre, som gir

¢ = —arctan
Towo

og
Lo

cos arctan vg /xowo
Alternativt kan vi kvadrere de to ligningene og legge dem sammen:
2

2
1 =sin® ¢ 4 cos® ¢ = % +ﬂ
wiA? = A2

som gir

A= \/$(2) + (vo/wo)? = xo\/l + mod /ka?



og deretter
1

1/1+mv§/k1:(2)'

Altsa er bade A og B riktige svar pa oppgavene b) og ¢), dvs C er riktig svar.

Zo
¢ = arccos a1 arccos

d) Siden vi ikke har noe demping i systemet, er den totale energien E bevart. (Dvs: Vi har et konservativt
system.) Da kan vi beregne energien ved et hvilket som helst tidspunkt, for eksempel ved maksimalt utsving,
der £ = Tmax = A ogv=0:

1 1 1 1
__ pmax __ 2 _ - 2 2 _ 1.2 - 2
E=E™ = QkA = Qk(xo—l—mvo/k) = 2kxo+ 5"

Dette gjenkjenner vi som summen av potensiell og kinetisk energi ved ¢ = 0, Ejo + Ejo, hvilket jo ogsa ma
tilsvare den totale energien. Riktig svar: C.
e) Skriver vi lgsningen pa formen z(t) = B coswot + C sinwpt, har vi
Z(t) = —wo B sin wpt + wpC' cos wypt
og dermed, ved hjelp av z(0) = g og ©(0) = vo,
B=xy og C=uvy/wy

Riktig svar: B.

f) Maksimalt utsving:

Tmax = A = xo\/l + mvg/lm% = :):0\/1 + Ero/Epo
Maksimal hastighet:

k
Umax = WoA = \/m (23 +mv3 k) = v/ 1 + kad/mud = vor/1 + Epo/Exo

Med oppgitte tallverdier:

Ey =0.5-10-0.010* = FEro = 0.5-0.100 - 0.10% =

2000 2000

begge i enheten J, ettersom vi kun har brukt SI-enheter underveis. Folgelig er Zmax = V220 ~ 1.4 cm og
Umax = V20 =~ 14 cm/s. Riktig svar: A.

g) Bevegelsesligning for klossen:

my = —ky + mg
Her har vi valgt positiv y-retning nedover. Uten tyngdefelt til stede (¢ = 0) er klossens likevektsposisjon
y = 0. I tyngdefeltet bestemmes den nye likevektsposisjonen Ay ved & sette total kraft lik null, folgelig

—kAy+mg = 0
Ay = mg/k

Med ny posisjonsvariabel
z=y—Ay



far vi bevegelsesligningen
mzZ = —k(z+ Ay) + mg = —kz

som betyr at klossen vil svinge harmonisk med vinkelfrekvens wy = +/k/m omkring likevektsposisjonen
z =0, dvs y = Ay = mg/k. (Med tallverdiene fra oppgave 1 har vi Az = 0.100-9.8/10 = 9.8 cm.) Riktig
svar: A.

h) Fra figuren ser vi f.eks. at (0) = 1 og x(5T") = 0.5, der T' er svingningens periode. Dermed:

€—5T/7' _ e—5-27‘r/w7’ —05
10
= =" = In2
wT
=>wr = 45

Riktig svar: D.

i) Med utsving x fra likevektsstilling er kraften pa massen m de to fjeerkreftene —kjz og —koz. N2 gir
svingeligningen

k k
—kixz — kox = ma = .ié+(1+1)$—0.
m m

Sammenligning med ”standardligningen” # 4 w?z = 0 gir at svingefrekvensen w er gitt av

ki | ko .
W= 2 =0 4wk altsd w= /W Wi,
m  m - v= 72

Sammenligning med # + %x = 0 viser ogsa at effektiv fjeerstivhet for parallellkoblede fjeerer er k = ky + ko.
Riktig svar: C.

j) Nar m forskyves x mot hgyre, strekkes fjeerene 1 og x4, og slik at 1 og xo er forskjellige dersom k; # k.
Kraften F' pa massen m forplanter seg gjennom begge fjeerene med samme strekk (N3 og masselgse fjaerer).
Dermed er F' = —k1z1 = —koxo, som gir x = x1 + xo = — (1/k1 + 1/k2) F. Dermed er kraften som virker
pa klossen lik

S S K1k .
N 1/k1 4+ 1/ko R
og N2 gir
_ ks T =ma = :}é—l—iklk2 z=0
ki 4+ koo (k1 +ko)m™

Sammenligning med & + w?x = 0 gir at svingefrekvensen w er gitt av

1 (k)l —i—k‘g)m o

1 1 w% —|—w% 5 wiw2
i — =—5+—5=—55, altsa w=-——=.

Sammenligning med & + %:1: = 0 viser ogsa at effektiv fjeerstivhet for seriekoblede fjeerer er k = k’if& . Riktig
svar: B.

k) Med utsving x fra likevektsstilling vil hgyre fjeer ko presses sammen z og gi en kraft —kox mot venstre
pa massen. Venstre fjeer vil strekkes x og gi en kraft —k;z mot venstre. Kreftene er altsa de samme som i

a), og w = \/w} + w?. Riktig svar: C.



