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TILLEGG 11

11 Harmonisk oscillator og dreieimpuls
— vha operatoralgebra

I Tillegg 3 er den harmoniske oscillatoren gitt en grundig bglgemekanisk behan-
dling. Vi skal na vise at energi-spektret (og egentilstandene) kan finnes pa en
enklere mate ved hjelp av operator-algebra. Vi bruker her egenskapene til
Hilbert-rom-operatorene direkte, uten a ga veien om en bestemt representasjon,
dvs uten fgrst a projisere ned pa en bestemt basis.

Det er flere grunner til at vi har valgt oscillatoren for a demonstrere slagkraften til
den generelle Dirac-formalismen: Den kvantemekaniske harmoniske oscillatoren
star sentralt innen flere felter av fysikken; og den vanligste kvantiseringsmeto-
den er den vi skal gjennomga her. Dessuten kan denne metoden generaliseres til
mange andre problemstillinger. I dette tillegget skal vi som et eksempel kvantisere
dreie-impuls, med en metode som ligner mye pa den vi her bruker for oscillatoren.
Det vil da vise seg at den abstrakte operator-algebraen, ved siden av a repro-
dusere de bglgemekaniske resultatene for bane-dreieimpuls (Tillegg 5), ogsa gir en
beskrivelse av "halvtallige” dreieimpuls-tilstander (spinn), som ikke kan beskrives
bolgemekanisk. Dirac-notasjonen lar oss altsa formulere en mer generell teori enn
den bglgemekaniske formuleringen (posisjons- og impuls-representasjonene).

Med denne lille innledningen gar vi na lgs pa oscillatoren, for a forsgke a leere
oss den algebraiske teknikken.

11.1 Harmonisk oscillator

Den sakalte algebraiske metoden eller operatormetoden er forklart side 129 i Hem-
mer. (Her og hos Hemmer brukes denne metoden for a vise noen av fordelene med Dirac-
formuleringen av kvantemekanikk, men som du kan se side 33 i Griffiths fungerer metoden
ogsa i posisjonsrepresentasjonen av kvantemekanikk.)

Stigeoperatorene a og af

Utgangspunktet er Hamilton-operatoren

=2
o= 2an + Imw?@, (T11.1)
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der de abstrakte Hilbert-rom-operatorene p og ¢ oppfyller kommutator-relasjonen
3, p] = ih. (T11.2)

I tillegg til de hermitske operatorene g og p viser det seg praktisk a innfgre den dimensjonslgse

operatoren .
mw _ p

a =4/ + . T11.3

on V2mhw ( )

Denne er ikke-hermitesk; den er jo forskjellig fra sin adjungerte, som er !

mw _ p
al =,/ T NoT= (T11.4)

Uttrykt ved a og a kan vi merke oss at posisjons- og impulsoperatorene ¢ og p tar formen

h

s T
(T11.5)
1 h

Som side 130 i Hemmer kan vi regne ut operatorproduktene a'a og aa’. Her ma vi huske pa
at ¢ og p ikke kommuterer; ¢p — pq = [q,p|] = ih. Vi far derfor

i < mw _ P ) ( mw _ 1P >
a'la = |4/ q— 1/ q—+
2h vV 2mhw 2h vV 2mhw

9 =F
_ W Y Gh—pa) =1 1 T11.6
on Tt g T @ PD) == (T11.6)

Her er H = p%/2m + +mw?q® Hamilton-operatoren for oscillatoren. Med den motsatte
rekkefglgen pa de to operatorene skifter det siste leddet fortegn:

H i H
s S LI | T11.
aa P 2h(qp Pq) v T2 (T11.7)

De to operatorene kommuterer altsa ikke, men oppfyller den viktige relasjonen

aa’ —a'a = [a,a’] = 1. (T11.8)

Spektret og egenvektorene

Vi skal se at denne algebraiske relasjonen er alt vi trenger for a lgse egenverdiproblemet
for Hamilton-operatoren (jf (T11.6))

H = hw(afa + 1), (T11.9)

1De ikke-hermiteske operatorene a og a' svarer ikke til fysiske observable, og det er vanlig & la veere &
bruke det vanlige operatorsymbolet”over disse; det er underforstatt at de er operatorer.
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dvs for a finne egenverdiene E, og egenvektorene |n) i egenverdiligningen
H|n) = hw(ata + 1) |n) = B, |n). (T11.10)
Ved a skrive egenverdiene pa formen
B, = hw(n+3),

der de dimensjonslgse tallene n er ukjente, kan vi skrive denne egenverdiligningen pa formen

Nln)=n|n), (N =dla), (T11.11)
Som du sikkert skjonner, gnsker vi a vise at de eneste mulige egenverdiene til operatoren
N=a'a e n=0,1,2,---. Derfor kalles denne operatoren N =aa for antalls-
operatoren.

Hvordan lgser vi sa egenverdiproblemet (T11.11) (der der de ukjente egenverdiene n til
antallsoperatoren N brukes som merkelapper pa egenvektorene)?
Vi starter med & bruke kommutatoren aa' —a'a =1 (som er det eneste vi trenger) til
a vise at - N N
Na = (a'a)a = (aa" —1)a =aN —a =a(N — 1) (T11.12)
0g
Na' = (ata)al = al(1 4 afa) = ' (N +1). (T11.13)

Den siste sammenhengen kan vi bruke til a vise at

Dersom |n) er en egenvektor til N med egenverdi n,

Nin) = n|n), (T11.14)

sa er ogsa vektoren af|n) en egenvektor til N. , med egenverdi
n+ 1.

Beviset er enkelt: Vha (T11.13) og (T11.11) har vi at

N(a'|n)) = " (N +1)|n) = a'(n +1)|n) = (n + 1)(al|n)), (T11.15)

og det var jo dette vi skulle vise. Pa tilsvarende mate kan vi bruke (T11.12) til a vise at
a|ln) er en egenvektor med egenverdien n — 1:

N(a|n)) = a(N = 1)|n) = a(n —1)|n) = (n — 1)(a|n)), q.e.d. (T11.16)
Det er altsa slik at hvis du gir meg én (normert) egenvektor |n), slik at
Nin)=nln),  (n|n)=1,

sa kan jeg bruke operatorene a' og a gjentatte ganger til & lage meg en hel flokk med
egenvektorer:
a'[n), (@?n),--- og aln), a®n),---.

Disse operatorene kalles stige-operatorer, fordi de tillater oss a “klatre” opp og ned i
energi. Vi kan ogsa kalle a' for en heve-operator og a en senke-operator:
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Ved & bruke heveoperatoren a' kan vi apenbart skaffe oss et ubegrenset antall tilstander med
egenverdier n + 1, n + 2, osv, men det samme er ikke tilfellet for senkeoperatoren a. Som
indikert i figuren, ma det finnes et laveste trinn i stigen, med en laveste egenverdi ny. Ved
a se pa normkvadratet av vektoren a|n) finner vi nemlig at egenverdien n er et ikke-negativt
tall: N

0 < fla|n)l[* = (a|n))!(a|n)) = (n]a'aln) = (n|N|n) = n. (T11.17)

Med dette lille regnestykket har vi vist at dersom |n) er en egenvektor til N med egenverdi
n [og til H med egenverdi hw(n + %)], sa er n ngdt til a veere > 0. Dette gjelder for alle
egentilstander |n), ogsa det laveste trinnet i stigen, |ng), som er grunntilstanden. Vi har
altsa vist at ng ikke kan veere negativ.

Regnestykket viser ogsa at normen (“lengden”) av vektoren a|n) er

lla[n)[| = v/n, (T11.18)

(forutsatt at tilstanden |n) du ga meg er normert, slik jeg antok ovenfor). Med et tilsvarende
regnestykke bgr du na sjekke at normen til vektoren af|n) er

la%|n)[] = vn + 1. (T11.19)

Sa tilstandene a|n), a®|n), a’|n), (a")?|n) osv er ikke normerte, men det skal vi fikse pa
nedenfor.

La oss forst se pa hva som skjer dersom vi bruker senkeoperatoren a pa det nederste
trinnet i stigen, |ng). Ligning (T11.16) ser da slik ut:

N(a|ng)) = (ng — 1)(alno)). (T11.20)

Logikken i denne ligningen, som vi ma ta innover oss, er flgende: Dersom vektoren a[ng)
er forskjellig fra null (normerbar), er den ifglge denne ligningen en egenvektor til N med
egenverdi ng — 1. Men siden |ng) var det laveste trinnet, eksisterer det jo ikke noen slik
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egenvektor! Folgelig ma vi konkludere med at vektoren a|ng) er identisk lik null (da er den
jo ingen egenvektor, for en egenvektor skal vaere normerbar):

alng) = 0. (T11.21)

Sa nar senkeoperatoren a virker pa grunntilstanden, sa fas null-vektoren:

I It

|+ 1)
{ a

'mo> (CL | My
0

Vha denne ligningen (T11.21) kan vi ngste opp hele mysteriet! Ved a bruke (T11.17),
lla|n)||> = n, kan vi konstatere at

My+4

no = ||la|ne)||* = 0, og  E,, = FEy=shw, (T11.22)
akkurat som ventet.

Sa hvis du gir meg en egentilstand |n), sa kan jeg bruke senkeoperatoren a til a klatre
ned et helt antall trinn til jeg finner grunntilstanden |ng) = |0) (bortsett fra en normerings-
faktor). Og jeg kan klatre opp igjen til utgangspunktet |n) som du ga meg ved & bruke a
like mange ganger. Dette betyr selvsagt at egenverdien n til vektoren du ga meg ma veere
et ikke-negativt heltall.

Konklusjonen er at de eneste mulige energiegenverdiene er

E,=(n+3)hw, med n=012,--,

og at det finnes bare én egenvektor |n) for hver E,,.
Det er ogsa enkelt & ta vare pa normeringen. Siden a'|n) har egenverdien n+1 og normen

vn + 1, har vi at

alln) =vn+1|n+1), (T11.23)

hvor |n + 1) na er normert (og hvor vi har gjort et fasevalg). Tilsvarende folger det fra
(T11.16) og (T11.18) at 2

aln) =/n|n—1), (=0 for n =0), (T11.24)

2Merk at a fjerner et energikvant hw fra oscillatoren, mens a' tilforer et slikt kvant. Operatoren a kalles
derfor en annihilasjonsoperator og a' kalles en kreasjonsoperator. (annihilere=utslette; kreere=skape.)
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der |n — 1) er normert. Den forste av disse sveert viktige formlene viser at hele stigen av
tilstander kan konstrueres med utgangspunkt i grunntilstanden |0) :

1) = —=10),

’2> = %‘1>:m|0>7

) = —=lh-1)=-- = 10).

al0y=0  og  |n)= 10). (T11.25)

Posisjons-representasjonen

Resultatene ovenfor for spektret og egenvektorene til antallsoperatoren N =ad'a (og dermed
ogsa til H = hw(N + 3)) har vi funnet ved & bruke bare operator-relasjonen (”algebraen”)
[a,a’] =1, og uten & projisere Hilbert-vektorene ned pa noen basis.

Som vi har sett tidligere vil et valg av basis gi operatorer og tilstander mer konkret form.
Som et eksempel skal vi her bruke posisjons-basisen |g). Vi begynner med a sjekke at den
“kryptiske” relasjonen i (T11.25),

al0) =0,

virkelig bestemmer grunntilstanden |0) og den tilhgrende bglgefunksjonen. Ved a projisere
denne pa posisjonsegenvektoren |¢) og sette inn uttrykket (T11.3) for a har vi:

mi 1D
(q] (@w \/W> 10) = 0. (T11.26)

Vi kan na bruke verktgy-formlene (T10.62) og (T10.63), her pa formen

o _ ho
(q17=q{q| og (qlp = 28q<|

(\/; Fa() (q]0) = 0. (T11.27)

Her er (¢q|0) bglgefunksjonen ty(g) for grunntilstanden, og uttrykket i parentesen er op-
eratoren a i posisjonsrepresentasjonen (jf diskusjonen i avsnitt 10.3.b). (Merk ogsa at det
tilsvarende uttrykket for a' har et minustegn foran den siste roten). Relasjonen a|0) =0
gir oss altsa differensialligningen

som gir

Zotule) = =722 g,
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som er lett a integrere opp:

Iney = —ﬁq +InCy =

Polq) = Coe e /20 (T11.28)

Denne gjenkjenner vi som bglgefunksjonen for grunntilstanden (se Tillegg 3). [Co = (mw/7h)Y4
gir en normert bglgefunksjon. |
Bolgefunksjonene for de eksiterte tilstandene finner vi tilsvarende fra formelen for |n) :

1 mw

o) = {al) = tal 5 q—%) 0)
mw h 0
- n'2”< n 1T \/7861)

Med samme dimensjonslgse variabel x = ¢\/mw/h som vi tidligere har brukt for den har-
moniske oscillatoren har vi altsa

o CO i " —x2/2
we) = A (a- ) e

= (B e (x = gy/mw/h).  (T11.29)

21

[Den siste overgangen er ikke vist her, men kan tas for gitt, og du kan selvsagt ogsa prove a
sjekke mot resultatene i Tillegg 3 for noen fa n-verdier.|

Disse resultatene viser litt av slagkraften til den algebraiske metoden. I neste avsnitt skal
vi bruke en tilsvarende metode til a finne egentilstander og egenverdier for dreieimpulser.

11.2 Generell kvantisering av dreieimpuls
Innledning

I forrige avsnitt sa vi at kvantiseringen av antallsoperatoren N = a'a kunne baseres utelukk-
ende pa algebraen [a,a'] =1 for operatorene a og a'.

Vi skal na bruke en lignende algebraisk metode til a finne egentilstander og egenverdier
for en generalisert dreieimpuls J. Som nevnt vil det da vise seg at vi for det fgrste repro-
duserer resultatene for bane-dreieimpuls i Tillegg 5 (heltallige kvantetall [ og m, bl.a). For
det andre resulterer den algebraiske metoden i et sett av dreieimpuls-tilstander med halv-
tallige kvantetall, som fglgelig ikke kan veere banedreieimpuls-tilstander. Disse tilstandene
gir en beskrivelse av spinn-frihetsgrader, som ikke er mulig med den gamle bglgefunksjons-
formalismen. Dette er en triumf for var nye Hilbert-rom-formulering av kvantemekanikken,
og for den algebraiske metoden.

For vi formulerer denne teorien kan vi ta en rask titt pa hvordan de ikke-hermiteske
operatorene

Li=L,+il,=+he*™ (56 + i cot § ;;) (T11.30)
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virker pa “tripletten” Y3,,, dvs pa de tre vinkelfunksjonene

[ 3 /3 A
Yio = {/— cosb, Yii = Fy/— sinfe™?,
47 8

Som vi lett kan sjekke ved regning, fungerer E+ og L_ da som stigeoperatorer, dvs de
endrer det magnetiske kvantetallet med hhvis +1 og —1:

L.Yi., =hV2Y, LYy =hV2Y,
L.Yyy =hv2Yy, LYy, =h/2Yiy, (T11.31)
LyYn =0, LY, =0

Dette er illustrert i figuren, hvor vi ser at de to operatorene bringer oss hhvis ett trinn opp
eller ett trinn ned i triplett-"stigen”.
O,
r ‘3 L+ r

T}
o
iramal

0

=<
™~

+

o<

A

+

=<

Vi legger spesielt merke til at ZA}JF anvendt pa gverste trinn i stigen gir null, og tilsvarende
for L_ anvendt pa nederste trinn (analogt med at a|0) = 0).

Dreieimpuls-algebraen og andre operator-relasjoner

Vi antar at vi har en generell dreieimpuls J som svarer til Hilbert-rom-operatorene J,, J, og
J,. Det eneste vi forutsetter om disse er at de er Hermitiske og oppfyller den fundamentale
dreieimpuls-algebraen 3

(o, J,] = i,
[, ] = ihJ,, (T11.32)
L, L] = ihJ,

som er samme algebraen som vi hadde for bane-dreieimpulsen L =r x p (jf Tillegg 5).
Eksemplet ovenfor indikerer at vi vil fa glede av operatorene J, og J_, som er hverandres
adjungerte:
Jo = J, il (J) =J_, (J)'=J,. (T11.33)

Ved samme beregning som for banedreieimpulsen er det lett & vise at J? kommuterer
med alle komponentene av J;

(3%, J,) = [J%,J,] = [J%, J.] = 0. (T11.34)

3Du finner en ypperlig framstilling av dette stoffet i Hemmers kapittel 8. I likhet med Hemmer, dropper
vi her “hattene” "over operatorene. Det vil egentlig framga av sammenhengen hva som er operatorer og hva
som er observabler.
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Da er ogsa
[J%, 1] = 0. (T11.35)

Ved a se pa kommutatorene [J,, J1| er det videre lett a se at
JoJe = Jod, £ 1. (T11.36)

Vi har ogsa at
JyJ =J32—J2+hJ.,

(T11.37)
J Jy=J*—J—NhJ,.
Simultane egenvektorer
Siden J? og J, kommuterer, kan vi sgke etter simultane egenvektorer til J? og .J,:
jm) = K50+ 1Dljm), (T11.38)
J.\j,m) = hm|j,m). (T11.39)

Her har vi skrevet de to egenverdiene pa formen h%j(j +1) og hm, og vihar brukt tallene
j og m som merkelapper pa egenvektorene. 4 Det eneste vi vet om j og m er forelgpig at

Im| < \/5(j +1). (T11.40)

Dette folger av at kvadratiske operatorer som J2, J? osv har ikke-negative forventningsverdier:
(72), = @WIEW) = @ILLI) = |L9)P 20 = (3°)=(J2). (TiL41)

Dette innebeerer bla at egenverdien til J? = J2 + J7 + JZ ikke kan veere negativ, og er
grunnen til at vi kunne skrive den pa formen £A%j(j + 1), der vi kan forutsette at j ikke er
negativ;

j=0.

Vi merker oss at vektorer med forskjellige egenverdier som vanlig vil veere ortogonale, og
vi kan som for oscillatoren bestemme oss for at vi gnsker a ha dem normert, slik at

<j/7m/|j7m> = 5jj’ mm/ - (T1142)

Endelig stige

Anta na at det eksisterer en vektor |7, m) som oppfyller egenverdi-ligningene (T11.38) og
(T11.39), med forelgpig ukjente kvantetall j og m. I analogi med eksemplet ovenfor kan vi
da bruke stigeoperatorene Ji pa vektoren |j,m), og se pa egenskapene til de resulterende
vektorene J,|j,m) og J_|j,m).

Vi ma na kontrollere at .J. virkelig er stigeoperatorer, slik vi venter. Da J? kommuterer
med J, ser vi med en gang at J. ikke endrer dreieimpulskvantetallet j:

J2(Jx|g,m)) = Je B2+ 1)|4,m) = h%j(j + 1)(J=|j, m)). (T11.43)

45(j + 1), med j > 0, er forelgpig bare en fancy mate & skrive et ikke-negativt tall pa.
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Fra (T11.36) ser vi videre at Jy som ventet hever/senker det magnetiske kvantetallet med
+1:
Fra disse ligningene ser det ut til at J, |7, m) er en egentilstand til J, med egenverdi i(m+1),
og at J_|j,m) er en egentilstand til J, med egenverdi i(m—1). Tilsvarende vil J3|j, m) veere
en egenvektor med egenverdi i(m +2), osv. Med utgangspunkt i den antatte egentilstanden
|j,m) kan vi altsa lage oss nye “trinn i en stige” av tilstander ved gjentatt bruk av J, og
J_. (Analogt med (T11.31) og med oscillatortilfellet vil disse nye vektorene J|j,m) osv
ikke veere normerte, men det kan vi korrigere ved a dividere med normen, som vi skal se
nedenfor.)

Fordi |m| ikke kan veere stgrre enn /j(j + 1) ma prosessen med a lage nye trinn over
og under utgangspunktet |j,m) stoppe, med et gverste trinn |j,my) og et nederste trinn

|j,mo). Dette krever at
Jielgyma) =0. (T11.45)

I motsatt fall forteller nemlig (T11.44) at J,|j, my) er en egenvektor til J, med egenverdi
h(my + 1), og det gar jo ikke nar |my) er det hgyeste trinnet. Tilsvarende ma

J_|7,me) =0, (T11.46)
fordi |j,mo) er det nederste trinnet. Merk at ingen ting av dette er overraskende, i lys av
det vi sa for vinkelfunksjonstripletten i (T11.31).

Overste og nederste trinn

Erfaringene fra (T11.31) gir grunn til & mistenke at m; = j og mo = —j, og dette viser
seg a holde stikk. Ngkkelen ligger i kvadratet av normen av J_|j,m), som vi kan regne ut
slik:

0 < | lgm)? = (J_lgm) I |j,m) = (j,m|JyJ_|j,m)

T11.37 , . . iy ,
L3 mla® = 2 4 o) = Gl B2+ 1) = ] [ m)
= R(j+m)(j +1—m). (T11.47)
Tilsvarende finner vi ved a bruke J,:
0 < T ljym) 2 =+ = B2 — m)(j + 1+ m). (T11.48)

I (T11.48) kan kvadratet ||.J,|7, m)||* i prinsippet veere lik null eller positivt. Er det positivt,
sa folger det som nevnt fra (T11.44) at
J+‘j>m> J+|]7m>

el G —mG+1rm (T11.49)

er en normert egentilstand til J, med egenverdi h(m + 1), og altsa danner et nytt trinn i
stigen, slik vi sa ovenfor. For det gverste trinnet i stigen er denne muligheten utelukket.
Derfor ma normkvadratet (T11.48) vaere lik null for m = m;:

171, mu)|I* = B2 — ma) (G + 1+ ma) = 0.
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Konklusjonen er (ikke overraskende) at m-kvantetallet for det gverste trinnet er
my = J. (T11.50)
(m kan ikke veere lik —j — 1, pga (T11.40).) Tilsvarende har vi for nederste trinn
1 T-17:mo)|* = 1*(j + mo)(j + 1 — mg) =0,

dvs

mo = —J. (T11.51)
Konklusjon

Med utgangpunkt i dreieimpulsalgebraen og den antatte egentilstanden |j,m) har vi na
brukt relasjonene

Teljim) =G Fm) G+ 1+m)|j,m+1) (T11.52)

til a konstruere en hel stige med normerte tilstander,

iy m, (4)
lgom- 1 J:J

I4,m+ 0> —fl- m+4
13, 0m> 3:;

fomeiy| 2 "t
%L( :
3, 0mg+ 0> )‘_:( m:10+4
4,0ma> JC m, (= -}7
U J;( U
‘ )
der det magnetiske kvantetallet varierer i skritt pa 1 mellom minimalverdien my = —j og
maksimalverdien m; = j:
m=—3, —j+1,---,7—1,J. (T11.53)

Avstanden 25 mellom gverste og nederste trinn er altsa heltallig. Det som er overraskende
ved dette resultatet er selvsagt at det apner for halvtallige verdier for dreieimpulskvantetallet
J (nar 2j er et oddetall)

j=1/2,3/2,5/2, osv., (T11.54)



TFY4250/FY2045 Tillegg 11 - Harmonisk oscillator og dreieimpuls — operatoralgebra 12

i tillegg til de heltallige verdiene (nar 2j er et partall)
j=0,1,2, osv., (T11.55)

som vi kjenner fra behandlingen av banedreieimpulsen. Vi kan da konstatere at den til-
standen |7, m) som vi antok eksistensen av ovenfor, enten ma ha halvtallige j og m eller
heltallige j og m. Vi kan ogsa sla fast at m er ngdt til a ha en av verdiene i (T11.53). Dette
er selvsagt veldig lovende. For vi er jo nettopp ute etter en slik teori, som tillater hel- og
halvtallige dreieimpulskvantetall (og ingen andre).

Et sporsmal som na melder seg er om dette betyr at vi kan ha halvtallig banedreieimpuls?
Svaret er nei. For dersom vi setter J =L =r x p, og L, = :L aa¢>= sa vet vi jo fra for at
lgsningene €™ av egenverdiligningen for L, blir kontinuerlige bare dersom m og dermed [
er heltallige.

11.3 Bane-dreieimpuls, i posisjonsrepresentasjonen

Utgangspunktet for utledningen ovenfor var algebraen (T11.32), som vi opprinnelig fant for
bane-dreieimpulsen L =r x p. Dette betyr naturligvis at formalismen ovenfor vil repro-
dusere de tidligere resultatene for dreieimpulsen L (jf Tillegg 5), dersom vi projiserer pa
posisjonsbasisen
lv) = |z,y,2) = |r,0,0).
Det kan veere instruktivt a se hvordan dette fungerer, selv om det altsa ikke kommer noe
egentlig nytt utav det.
Hilbert-rom-operatoren L =71 X p representeres i posisjons-representasjonen av

h
L:rva,
1

(som vi brukte i Tillegg 5). Dette folger fra redskapsformlene (T10.62 — 63), som gir
(r.0,0] " = r(r.0.0|,

(10,6 D = "V.(r,0,0] (T11.56)
Dermed er
ho
<’I",€7¢| LZ - Z%<T707¢|7 (T1157)
h 0 0
(r,0,0| L, = n (— sin ¢ 5 cot 0 cos ¢ 8¢> (r, 0,9, (T11.58)
(r,0,¢| L, = h (cos¢§9 — cot #sin ¢ a¢> (r, 0,9, (T11.59)
0? 0 1 9?
(r,0,¢| L2 = —h? <(992 —|—C0t9% + —= e~ 8(;52) (r,0, 0|, (T11.60)
_ h +id 0 _ g
(r,0,6| Ly = ce <:|:zae cot 8¢> (r,0,90|, (T11.61)

hvor vi pa hgyresiden finner igjen alle de ”velkjente” operatorene fra posisjonsrepresentasjo-
nen.
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Ved a kombinere (T11.57) med (T11.39) finner vi

h
S (1:0.0l1m) = fom (0,11, m),
som er den velkjente egenverdiligningen
h 0
=7 Yuim(1,0, ) = him i (r, 0, @) (T11.62)
i 0
for bglgefunksjonen
Vi (r,0,¢) = (r,0,0|l,m). (T11.63)

Tilsvarende kan vi kombinere (T11.60) med (T11.39), og (T11.61) med (T11.52). Da dreieim-
pulsoperatorene i disse ligningene avhenger bare av vinklene, er ligningene separable, dvs vi
kan sette

wlm(ra 9, ¢) = R(’l“) Yim(ea ¢)7 (T1164)
hvor Y},,(0,¢) oppfyller de samme ligningene som y,,, f.eks

ho

i 0¢
Radialfunksjonen R(r) er fritt valgbar, sa lenge vi bare forlanger at |I,m) skal veere en

egenvektor til L2 og L.. °
Ligning (T11.65) lgste vi i Tillegg 5:

Yin (0, 9) = him Yin (0, ). (T11.65)

Yin (0, ¢) = ©(0) ™. (T11.66)

Som du vil huske, blir Y}, kontinuerlig i vinkelen ¢ bare dersom m er heltallig. Halvtallige
m, som er tillatt ifslge den algebraiske utledningen foran, gir en diskontinuitet for ¢ =0 |,

Y (0, 27) = —Y (8, 0).

Funksjonen ”biter seg altsa ikke i halen” i dette punktet, slik den ma gjgre dersom den skal
veere kontinuerlig. Venstresiden i (T11.65) blir derfor en §-funksjon, mens hgyresiden er
endelig, og det gar ikke.

Vi kan derfor gjenta den konklusjonen vi kom fram til allerede i Tillegg 5: Enhver ro-
tasjonsbevegelse som kan beskrives klassisk, med en banedreieimpuls L =r X p, vil ved
kvantisering gi heltallige dreieimpulstilstander.

Dette innebeerer at halvtallige spinntilstander, som f.eks elektronspinnet S, ikke kan
forstas klassisk, som en form for rotasjon a la L =r x p. Mangelen pa en slik formel for S
gjor dessuten at spinnet ikke lar seg beskrive i posisjons-representasjonen, altsa med vanlig
bglgemekanikk. En har ingen formel for f.eks. (r|S, ala (T11.57). En ma derfor ngye seg
med en mer abstrakt beskrivelse basert pa vektorene |j, m) (eller |s,m) som vi kommer til
a bruke for spinnet i neste kapittel).

Vi kunne ha oppnadd en fullstendig spesifikasjon av vektoren |I,m) (og dermed av R(r)) ved & forlange
at den skulle veere en egenvektor til f.eks en rotasjons-invariant Hamilton-operator, med en bestemt egenverdi
E,. Denne kunne vi ha brukt som en tredje merkelapp pa vektoren (|E,,l,m) eller |[n,i,m)). Her er vi
imidlertid forst og fremst interessert i egenskapene til vinkelfunksjonene Y;,,, (6, ¢).
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Tilbake til banedreieimpulsen, hvor vi kan si at den algebraiske metoden hadde et lite
"prestisjenederlag”, ved at vi matte stgtte oss pa posisjonsrepresentasjonen og den tradis-
jonelle differensialligningen (T11.62) for a bevise at m er heltallig. Pa tross av dette lille
"nederlaget” er den algebraiske metoden svaert nyttig ogsa for banedreieimpuls. Blant annet
folger det jo fra de algebraiske resultatene at nar m er heltallig, sa ma ogsa [ veere det, og
dette kommer fram pa en atskillig enklere mate enn ved lgsningen av differensialligningen
i Tillegg 5. Den algebraiske metoden gir ogsa en hendig beregningsmate for de sfeeriske
harmoniske. En kan ta utgangspunkt i (T11.45), som gir

Lo|l,1) =0, (T11.67)

som i posisjonsrepresentasjonen har formen (jf (T11.61))

o . 0

Ved hjelp av blant annet (T11.66) kan en overbevise seg om at lgsningen er
Yu(0, ) = Cysin’ 6 €2, (T11.69)
der normeringskonstanten kan settes lik ©

(—1) [(20+1)!

Cu = 201! A

(T11.70)

Etter dette er det bare a bruke stigeoperatoren L_ til a beregne Y;;_;, Y;;_2, osv, ned
til Y, ;. Ved a kombinere (T11.61) med (T11.52) har vi nemlig:

Yim-1= = e (_a — cot 6 1,(9) Yim- (T11.71)
JU+m)(l+1—m)

Her kan %a% erstattes med m, ifplge (T11.66).

Merk at stigeoperatorene Ly og L_ og de gvrige operatorene pa hgyresidene i (T11.57) —
(T11.61) oppfyller de samme algebraiske relasjonene som de generelle dreieimpulsoperatorene
Jy,J_, osv. Vi kunne derfor like godt ha brukt de algebraiske teknikkene ovenfor til a
beregne spektrene og egenfunksjonene til L? og L., istedenfor differensialligningene som ble
brukt i Tillegg 5. Tilsvarende kunne vi ha lgst oscillatorproblemet i Tillegg 3 ved hjelp av
posisjonsrepresentasjonene av operatorene a og a', altsa med samme algebraiske metode som
ble brukt i avsnitt 11.1.

SNormeringen (T11.70) gir samme normeringskonvensjon for Y;,,, som i Tillegg 5.



