
TFY4215 Innf�ring i kvantefysikk.

TMA4320 Introduksjon til vitenskapelige beregninger.

Fysikkprosjekt: Endimensjonale modeller for atomer, molekyler og krystaller

Innledning

Atomer, molekyler og krystaller er tredimensjonale systemer, med elektroner som vekselvirker med hverand-

re. Med unntak av hydrogenatomet har vi ikke analytiske l�sninger av den tidsuavhengige Schr�odingerlig-

ningen (TUSL)

H = E ;

og det er typisk en betydelig numerisk innsats som kreves for �a �nne kvantitativt gode l�sninger, dvs

b�lgefunksjoner og energier som gir grunnlag for �a beregne fysiske st�rrelser som kan sammenlignes med

eksperimentelle verdier.

Vi vil her begrense oss til en dimensjon og ikke-vekselvirkende elektroner, som dog adlyder Pauliprinsippet

{ ikke mer enn ett elektron i en gitt tilstand. N�ar vi tar hensyn til at et elektron har to mulige spinnverdier,

spinn "opp" eller spinn "ned", kan vi okkupere en gitt romlig tilstand (orbital) med inntil to elektroner.

I en dimensjon mister vi selvsagt en del essensielle trekk ved det tredimensjonale problemet, for eksempel

dreieimpuls og degenerasjon.

Numerisk l�sning av TUSL i en dimensjon

I en dimensjon, for en partikkel med masse m, er TUSL

�
�h2

2m

d2 (x)

dx2
+ V (x) (x) = E (x):

Diskretisering av operatoren for kinetisk energi, med  n =  (xn) =  (n ��x) og tilsvarende for potensialet,
Vn = V (xn), gir TUSL (for eksempel) p�a formen

�
�h2

2m

 n+1 � 2 n +  n�1
(�x)2

+ Vn n = E n:

Vi velger et endelig intervall langs x-aksen for hvor elektronet (evt elektronene) kan be�nne seg. Dette

oppn�as med "harde vegger" i x = 0 og i x = L, dvs V0 = 1 og VN+1 = 1 med L = (N + 1)�x. Da er

b�lgefunksjonen forskjellig fra null bare n�ar 1 � n � N , og de N di�eranseligningene ovenfor kan skrives p�a

formen

H ~ = E~ ;

der H blir en matrise med matriseelementer

Hnn =
�h2

m(�x)2
+ Vn

langs diagonalen og

Hn;n�1 = �
�h2

2m(�x)2

over og under diagonalen. Med andre ord, H er reell, symmetrisk og tridiagonal, med dimensjon N �N . Vi

har ikke-trivielle l�sninger, ~ 6= 0, dersom

det(H � E) = 0;
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der E m�a oppfattes som en diagonal (N �N)-matrise med alle diagonalelementer lik E. Dette tilsvarer en
N -tegradsligning

cNE
N + cN�1E

N�1 + : : :+ c1E + c0 = 0;

med N l�sninger E1, E2, . . . , EN og tilh�rende egenvektorer ~ (1), ~ (2), . . . , ~ (N), slik at

(H � Ej)~ 
(j) = 0 ; j = 1; 2; : : : ; N:

Normering av b�lgefunksjonene, i det kontinuerlige tilfellet p�a formen

Z
1

�1

j (j)(x)j2 dx = 1;

inneb�rer n�a at
NX
n=1

j (j)n j2 = 1 ; j = 1; 2; : : : ; N:

Her er  
(j)
n =  (j)(xn) verdien av b�lgefunksjon nr j i posisjon xn = n�x. B�lgefunksjonene er dessuten

ortogonale, slik at
NX
n=1

 (k)n  (j)n = �kj ;

med Kronecker{delta �kj = 0 hvis indeksene k og j er forskjellige og lik 1 hvis k = j. B�lgefunksjonene
danner et s�akalt fullstendig sett, dvs

NX
j=1

 (j)n  
(j)
k = �nk:

I de to siste ligningene har vi antatt at b�lgefunksjonene er reelle og utelatt komplekskonjugering av hhv

 
(k)
n og  

(j)
n .

Tips: Bruk en skreddersydd algoritme for �a �nne egenverdier og egenfunksjoner til en reell, symmetrisk

tridiagonal matrise.

Oppgave 1: Partikkel i boks og sjekk av at programmet virker som det skal

Dersom V (x) = 0 for 0 < x < L, dvs Vn = 0 for 0 < n < N +1, har vi en uendelig dyp potensialbr�nn, eller

det vi gjerne betegner "partikkel i boks". Da har TUSL enkle analytiske l�sninger, med  j(x) =
p
2=L sin kjx

med tillatte b�lgetall kj = j�=L og energiegenverdier Ej = �h2k2j =2m (j = 1; 2; : : :).

Bruk dette potensialet til �a sjekke at programmet ditt virker som det skal. For eksempel: Er numerisk

beregnede energiegenverdier og tilh�rende egenfunksjoner i samsvar med den analytiske l�sningen? Er egen-

funksjonene ortogonale og normerte (ortonormerte)? Danner egenfunksjonene et fullstendig sett?

Oppgave 2: Atomer

En endimensjonal modell med en enkelt potensialbr�nn gir b�lgefunksjoner og energiniv�aer som kvalitativt

kan belyse oppf�rselen til elektroner i et atom, b�ade diskrete bundne tilstander og et kontinuerlig spektrum

som tilsvarer frie elektroner.

a) Bruk en endelig potensialbr�nn med dybde V0 og bredde w som modell for et atom. Inkluder et omr�ade

med potensial V = 0 og bredde (minst) 10w p�a hver side av atomet. Med de to harde veggene i god avstand
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fra potensialbr�nnen forventer vi at numerisk beregnede bundne tilstander, dvs med Ej < 0, stemmer bra

overens med den analytiske l�sningen for samme potensial, men uten harde vegger i x = 0 og x = L.
Velg passende tallverdier for V0 og w slik at atomet har tre bundne tilstander. Veri�ser at b�lgefunksjonene

har fornuftige egenskaper, for eksempel med hensyn til symmetriegenskaper og b�lgelengder i det klassisk

tillatte omr�adet. Sammenlign de beregnede energiniv�aene Ej med analytiske l�sninger.

Veri�ser at beregningene gir et "kvasikontinuerlig" spektrum av ubundne tilstander med Ej > 0. Sjekk spe-

si�kt en ubundet tilstand og vis at b�lgelengdene er i samsvar med elektronets kinetiske energi i og utenfor

br�nnomr�adet.

b) Anta at din endimensjonale atommodell skal brukes til �a beskrive atomer med ere (ikke-vekselvirkende)

elektroner. Hvilke atomnummer er da aktuelle med tre bundne tilstander? Hva blir det totale elektronspin-

net i grunntilstanden for hvert av de aktuelle atomnumrene?

Oppgave 3: Molekyler

Med to eller ere potensialbr�nner som i oppgave 1 har vi en modell som kan belyse noe av det som skjer

n�ar atomer sl�ar seg sammen og danner molekyler. La oss gj�re det s�a enkelt som mulig og studere et homo-

nukle�rt toatomig molekyl.

Bruk to potensialbr�nner med samme dybde V0 og bredde w som i oppgave 2. La de to potensialbr�nnene

v�re adskilt av et omr�ade med null potensial og bredde b. Inkluder omr�ader med null potensial og bredde

(minst) 10w p�a hver side av molekylet.

Med faste verdier for V0, b og w, hva gir en slik enkel modell for bindingsenergien til molekylene H2 og

He2? Er dette (i det minste kvalitativt) i samsvar med virkelighetens verden? Diskuter resultatet kort med

utgangspunkt i bindende og antibindende orbitaler. (Bindingsenergien tilsvarer her energidi�eransen mellom

to separate atomer og det toatomige molekylet.)

Oppgave 4: Krystaller

Med mange potensialbr�nner kan vi kvalitativt belyse elektroners oppf�rsel i en krystall. Bruk Nw potensial-

br�nner med samme dybde V0 og bredde w som i oppgave 2 og 3, adskilt av samme "barriere" som i oppgave

3, dvs med bredde b og potensialverdi V = 0. Inkluder omr�ader med null potensial og bredde (minst) 10w
p�a hver side av krystallen.

a) Vi observerte i oppgave 3 at med 2 atomer �kk vi 2 bundne tilstander med energier i n�rheten av en-

keltatomets energiniv�aer, en med litt lavere energi og en med litt h�yere energi. Hvor mange energiniv�aer

blir det omkring hvert atom�re energiniv�a med Nw atomer? Pr�v med f.eks Nw = 5 og Nw = 10.

b) Kj�r programmet for utvalgte atomantall Nw mellom 2 og 100. Fokuser f.eks p�a gruppen av bundne

tilstander med energier omkring enkeltatomets grunntilstand. Legg merke til hvordan di�eransen mellom

st�rste og minste energiniv�a i denne gruppen n�rmer seg en viss verdi. Vi f�ar s�akalte energib�and. Med et

stort antall atomer i krystallen blir det en tiln�rmet kontinuerlig fordeling av energiniv�aer innenfor et gitt

energib�and. Plott b�andbredden som funksjon avNw for de tre energib�andene som tilsvarer bundne tilstander.

c) I hvert energib�and har vi alts�a Nw romlige tilstander ("orbitaler"), dvs like mange som antall atomer i

krystallen. Anta at hvert atom har 4 elektroner, dvs i alt 4Nw elektroner i krystallen. Disse elektronene vil

(ved tilstrekkelig lav temperatur, dvs i grunntilstanden) okkupere de 4Nw=2 = 2Nw orbitalene med lavest

energi, n�ar vi tar hensyn til at det er plass til 2 elektroner i hver orbital, et med spinn opp og et med spinn
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ned. Hva blir energien til (de to) elektronene med h�yest energi? Hvor stor er energiavstanden derfra og opp

til n�rmeste ledige tilstand? Denne energidi�eransen kalles krystallens b�andgap. Dersom b�andgapet ikke er

st�rre enn et par tre elektronvolt (men st�rre enn null), er materialet en halvleder. Er b�andgapet st�rre enn

dette, er materialet en isolator. Er din krystall en isolator eller en halvleder?

d) L�sningene av TUSL i et periodisk potensial med gitterkonstant a (dvs V (x+ na) = V (x)) er p�a formen

 k(x) = eikxuk(x) med uk(x+ a) = uk(x):

Dette er Blochs teorem, som essensielt baserer seg p�a at absoluttkvadratet av b�lgefunksjonen m�a ha samme

periodisitet som gitteret. Her er k b�lgetallet til elektronet. Med et endelig antall atomer i krystallen og

grensebetingelsene  = 0 p�a krystallens overater, erstattes exp(ikx) av sin kx. De tillatte verdiene for

b�lgetallet er kj = j�=Na (j = 1; 2; : : :), der Na er krystallens lengde.

Plott et par b�lgefunksjoner og sjekk at disse er i samsvar med Blochs teorem.

Frivillig ekstraoppgave: B�lgepakkedynamikk

Lag en gaussformet b�lgepakke (starttilstand) 	(x; 0) og studer dens tidsutvikling 	(x; t) i det periodiske
potensialet i oppgave 4. Lek dere med ulike parametervalg (f.eks. for midlere impuls, romlig bredde etc) og

diskuter resultatene.

Tips: B�lgepakken 	(x; t) kan skrives som en line�rkombinasjon av stasjon�re tilstander,

	(x; t) =
N�1X
n=0

cn n(x) exp(�iEnt=�h):

M�aten vi har l�st TUSL p�a gir like mange egenverdier og egenfunksjoner som antall diskrete posisjoner p�a

hele x-intervallet, dvs like mange som dimensjonaliteten til matrisen H.

Vi m�a derfor beregne koe�sientene cn, og dette gj�res p�a standard vis: Multipliser 	(x; 0) med  �j (x) og
integrer fra minus uendelig til pluss uendelig, dvs summer over omr�adet der vi har et endelig potensial V .
Her har vi kun reelle egenfunksjoner, s�a vi trenger ikke bry oss med komplekskonjugering. Siden  n(x) utgj�r
et ortonormert (og fullstendig) sett, ender vi opp med

cn =

Z
 n(x)	(x; 0) dx:

Introduksjon til prosjektet: Fredag 22. februar kl 08.15 i VE1.

Veiledning: Uke 9 og 10.

Innleveringsfrist: Tirsdag 12. mars.

Rapportformat: Jupyter notebook eller Latex.

Gruppest�rrelse: Helst 2 eller 3.
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