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Oppgave 1
Her er K =11 eV, slik at

A=h/p=nh/\/2m.K = 0.37 nm

Riktig svar: B.

Oppgave 2
Her er K = 1.0 eV, slik at

A=h/p=nh/\/2m.K = 1.22 nm

Riktig svar: D.

Oppgave 3
E =hv=hc/\=6.626-1073*-2.998 - 108/1.602 - 10719\ = 1.24 peV/\.
Riktig svar: B.

Oppgave 4

E = K = p*/2m, = h?/2m.\?. Konstanten h?/2m, har tallverdi ca 2.41 - 10737 i Sl-enheter, dvs J
m?. Omregning til enhet eV nm? fordrer at vi ganger med 10'® og dividerer med 1.6 - 107!, Dermed
blir £ = 1.5 eV/A? dersom \ settes inn med enhet nm.

Riktig svar: D.

L(z)sning OPPGAVE 8 Ikke-stasjonser bokstilstand

a. @For 0 <z <L erpotensialet i boksen lik null, slik at Hamilton-operatoren har formen H=
K4V (x) = —(h*/2m)0%/02? i dette omradet. Da den andrederiverte av sin kx er —&?sin kx, finner
vi at

—~ h2k? T2h? — h2k? 422
Hpy(x) = le VYi(x) = W@/Jl(@ og Hpy(x) = le V(1) = W@Dg(a:),
dvs de to energiegenverdiene er
w2h? 4 2h?
El = 72mL2 Og EQ = 727”[/2 = 4E1

AVi merker oss videre at ogsa de tidsavhengige bglgefunksjonene er egenfunksjoner til Hamilton-
operatoren. Innsetting pa hgyresiden i den tidsavhengige Schrodingerligningen gir da

HYy(w,t) = e Hyy(0) = EVi(,t), 0= 1,2.
Samme resultat finner vi ved innsetting pa venstre side:

IEAL Y () ih = "Bt = B,
ih pr vi(x)ih 5 ¢ s Ui(x,t), qed
Al integralet

[ vt @a(@yde = (o, va)

er ¢ (z) symmetrisk mhp midtpunktet av integrasjonsintervallet, mens (z) er antisymmetrisk.
Integranden er altsa totalt sett antisymmetrisk, slik at integralet er lik null. De to funksjonene er
mao ortogonale. (Indreproduktet (1,19 ) er lik null.)
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b. &Linezrkombinasjonen W (x,t) oppfyller Schrodingerligningen fordi denne er lineser og homogen.
(Operatorene iid /0t og H er begge linezere.) Hva dette betyr innser du ved & sette inn. #En stasjonar
lpsning skal ha form av en romlig funksjon multiplisert med en eksponensialfunksjon pa formen
e~ "Pt/h Dette er ikke tilfelle for W(x,t), s denne bglgefunksjonen beskriver en ikke-stasjoneer tilstand.

c. ®Sannsynlighetstettheten er

W(z, )2 = L[(WF + Ud)(¥y + 0y)]
1(z, )!2 LWy, )2 + S[UF (2, )W, 1) + Wy (2, ) UF (2, 1)]
1)) + §[02(2)]? + Re[ Wy (, £) W5 (2, 1)]

U1(2)]” + S [ha ()] + Re[yy () o () P2 0]

U1 ()] 4 Lo (2)]* 4 ¥y (2)1hs(2) coswt, q.e.d.

Her er w(= wyy) = (Fy — E1)/h = 3E;/h. Vi ser at tidsavhengigheten i |U(z,t)|* oppstar fordi
de to tidsavhengige eksponensialfaktorene i Wy (x,t) og Wo(x,t) ikke varierer i takt. Moralen er at
en superposisjon av to stasjoneere tilstander med forskjellige energier gir en ikke-stasjoneer tilstand,
hvor sannsynlighetstettheten endrer seg med tiden. Kurven til venstre i figuren viser |¥(x,t)|* for

=0 ogt = 2m/w, 47 /w osv. Periodetiden, som er tiden mellom hver gang |V (z,t)|? er identisk
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med sannsynlighetstettheten i begynnelsestilstanden, er altsa her Ty = 27/wq = 2wh/(Ey — E).
for t=m/w (osv).

Kurven til hgyre i figuren viser |U(z, t)|?
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Her ser vi at sannsynlighetsfordelingen (og dermed tyngdepunktet (x) av denne) flytter seg med
tiden, et typisk trekk for en ikke-stasjoneer tilstand. (Tyngdepunktet oscillerer mellom to ytterpunk-
ter.)

ASuperponerer vi i stedet Wy(x,t) og Vs(x,t), sa blir frekvensen ws; = (F3 — Ey)/h = 8F1/h =
8wo1 /3, slik at periodetiden T3; blir en faktor 8/3 mindre enn 75;.

d. ®&Integralet over sannsynlighetstettheten ovenfor blir
/ O (z, t)2de = 1 / (W61 (2)]Pd+ 2 / [ (2)]2d+cos w / Ui(2)a(z)de = 1+140=1 VYt qed,
hvor de to forste integralene er lik 1 (normering), mens det siste er lik null (ortogonalitet). Dette

illustrerer at det er lett a finne normen av en funksjon som er utviklet i ortonormerte funksjoner,
som her. Sa det er altsa en fordel med ortogonale egenfunksjoner.

L(Dsning OPPGAVE 9 Litt mer om krumning av egenfunksjoner

a. ®#Da )" er endelig innenfor veggene, folger det (ved integrasjon) at 1" ma veere kontinuerlig og
endelig. Da ma ogsa 1 veaere kontinuerlig og endelig.



b. @&Egenverdiligningen Hv = Ev er oppfylt nar H () er lik konstanten E multiplisert med
W (z), for alle z. Vi har altsa
H
E = M = en konstant uavhengig av x.
()

Denne konstanten E kan vi beregne vha uttrykket ovenfor dersom vi kjenner ¢(z) i et lite omrade.
Et eksempel folger i pkt. c.

c. OFor —ap<z<ay er

og siden o = Az er lineaer slik at 5 = 0 i dette omradet, finner vi ganske enkelt at

_ Hi(z) _ Vi
Y(x) (0

#Mellom barrieren og de harde veggene er V(z) =0, slik at disse omradene er klassisk tillatte
(med en kinetisk energi Ky = Ey = 1}), og slik at den tidsuavhengige Schrodingerligningen i disse
omradene tar formen

E2 - ‘/0

2 2 1
R e R

I disse omradene vil da 1y bli sinusformet med bglgetall ky = 1/ag. Her krummer altsa 1)y mot
x-aksen. Den ser slik ut:
b~y

I
|
f
-3 -2 -1 1

;3
! Y= X/a,

d. @&Da grunntilstandsenergien (som alltid) er lavere enn energien for 1. eksiterte tilstand, blir
barriereomradet klassisk forbudt for grunntilstanden. Fra den tidsuavhengige Schrodingerligningen
folger det da at grunntilstanden 11 ma krumme utover fra z-aksen i barriereomradet, mens den
krummer mot aksen utenfor dette omradet, noe langsommere enn fgrst eksiterte . Den ser slik ut:
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L(zjsning OPPPGAVE 10 Az og Ap, for grunntilstanden i harmonisk oscillator m.m.

a. @#Ved asammenligne 1g(z) = Coe ™**/2h (OPPGAVE 3) med W(z,0) = (2mo?)~V4e—#*/40 +ipox/h

(OPPGAVE 7), ser vi at den forste er et spesialtilfelle av den andre, for

mw 1

oh a2 8 =0

Ved hjelp av resultatene fra oppgave 7, (p,) =po, Az =0 og Ap, =h/20 =h/2Az, innser vi
da at usikkerhetene i posisjonen og impulsen for tilstanden ¢ (z) er gitt ved

h bo h mhw
Ar=\—=—F Ap, = = lik at Az - Ap, = Lk
. 2mw 2 08 Pe 2Ax 2 i S S

mens forventningsverdien av impulsen p, for grunntilstanden i oscillatoren er

(pz) =0,

Det siste resultatet gjelder i virkeligheten for alle bundne, stasjonegere tilstander. Her kan vi ellers

merke oss at by = \/h/mw er avstanden fra origo til det klassiske vendepunktet for tilstanden 1o(x).
(Se OPPGAVE 3, hvor vi fant at Py, = 16%. Til sammenligning har vi at Pg=as =~ 1/3.) Se
figuren nedenfor.
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b. @&Forventningsverdien av energien er
7
(E)=>"P,E, =) |cal’Ey = |1’ E1 + |c2]? - 4By = i E, = 1.75F,.

Kvadratet av usikkerheten er middelverdien av det kvadratiske avviket fra middelverdien:

o7

(AEY = ((E—(E)*) =2 leal(Bu = (E))* = - = 1o B},

Dette gir en usikkerhet
AE =,/27/16 E; =~ 1.3 E;.

c. ®@Viregner ut

V' = Cexp[—mw(z — a)?/2h] {—mw(x - a)} = {—mw(ac — a)] W)

h h
og
" mw  miw? 9
P = —7‘1‘7@—@) 1,
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og setter inn i den tidsuavhengige Schrodingerligningen, som gir

E- V(@)=

5 "= [%hw — imw?(z — a)ﬂ .

Her er ¢ #0 for alle . Siden energiegenverdien skal veere en konstant (uavhengig av z) ma
lgsningen da bli at

V(z) =imw*(r —a)* + K og E = jhw+ K,

der K er en ubestemt konstant (med dimensjon energi). Potensialet er altsa harmonisk.

Lgsning OPPGAVE 11 Oppfolger til OPPGAVE 7

a. ®Fra relasjonen
hQ
4(Ax)?’
som fglger fra Heisenbergs uskarphetsrelasjon, ser vi at nar partikkelen gis veldig liten plass, ved at
Az — 0,saer (p2) (og dermed ( K') = (p2/2m)) ngdt til & ga mot uendelig. Da partikkelen umulig

kan ha uendelig hgy energi, skjgnner vi at den umulig kan ha helt skarpt definert posisjon, som svarer
til Az = 0.

(P2) = (D) + (Apa)® = (pa)” +

b. &Med V(x)=0 blir forventningsverdien av energien (E) = (p2/2m). Da det er oppgitt
at likhetstegnet i pkt. a gjelder for den aktuelle tilstanden, har vi at

2 2 h2 2 hQ
<pz>:<Px> +m:po+@,

idet (p,)=po og Az =o. Alle disse resultatene ble funnet i forrige gpving. Men la oss like godt
kontrollere dette, med en metode som kan komme godt med senere. Da p, er hermitesk, har vi
generelt

(p2), = /\If*ﬁxﬁm\pch - /(@E\y)*@\p dr :/’ﬁm\mzdr
For den aktuelle tilstanden er
PV (7,0) = (po + ihx/20°)¥(x,0).
Med (2?)= 0% har vida
1 00
_ 2 _ 2 32 2/ 4 2
(B) = (pif2am)=o— [m(po+h 22 /40| W (i, 0)[2da

n o, W
2m  8mo?

#MNar 0 — oo (Ap, — 0), ser vi at (FE) — p2/2m; en fri partikkel med noenlunde veldefinert
impuls har ogsa en noenlunde veldefinert energi (AE — 0). Insisterer vi derimot pa en veldig liten Az
(0 = 0),saserviat (E) far et veldig stort tillegg i den forventede energien, pga kvantevillskapen. I
denne situasjonen vil ogsa usikkerheten i energien bli veldig stor. (Den som orker kan regne ut AFE.)



c. #Fra den oppgitte formelen for sannsynlighetstettheten |¥(x,t)|? ser vi at denne er normalfor-
delt, omkring punktet x = pot/m. Folgelig er forventningsverdien for posisjonen ved tiden ¢ gitt

ved

(z), (: /s \If*(x,t)xllf(:c,t)dx) _ bt

— m

Denne forventningsverdien er lik null for ¢ =0 (slik vi fant i OPPGAVE 7), og beveger seg med
hastigheten

dt m’

som er gruppehastigheten vi fant i OPPGAVE 7.
A Usikkerheten (Az), leser vi rett ut av normalfordelingen (jf oppgaveteksten og moralen i OPPGAVE
7b):

1 1
2(Az)7  2(0% 4 h*t2/4m20?)
Rt
(Aa)e =\ + e e

(Som en kontroll legger vi merke til at (Ax); gar mot den korrekte verdien o for ¢ — 0 .)
Kommentar: Resultatene ovenfor forteller at bade forventningsverdien (), og usikkerheten (Az),
ved en ny maling ved tiden t er forskjellige fra verdiene ved ¢ = 0. Samme resultat som ved den
forste “malingen” (prepareringen) kan vi derfor bare fa umiddelbart etter denne. Moralen er at den
tilstanden som systemet tvinges inn i ved den fgrste malingen vanligvis endrer seg raskt med tiden,
i henhold til Schrédingerligningen. Dette er grunnen til at vi understreker dette med “umiddelbart
etter” i malepostulatet. Det finnes unntak: Maler vi f.eks energien til den harmoniske oscillatoren,
og finner resultatet Fy, vil oscillatoren fortsette a veere i den stasjoneere tilstanden Wy (x,t), og en ny
maling lenge etter vil gi samme energi Ej.

d. &Dersom vi patvinger den frie partikkelen en tilstand ¥ (z,0) med veldig liten usikkerhet Az = o
ved t =0, serviav formelen for (Az), at spredningen av bglgepakken gker raskere med ¢ jo mindre
o vi velger. Moralen er at jo skarpere definert posisjon vi velger ved t =0, desto hardere straffes
vi i form av gkt uskarphet ved tiden t.

e. ®@Meningen her er a vise at denne “straffen” ikke er seerlig mystisk. Jo mindre Az = o vi velger
ved t =0, desto stgrre er spredningen Ap, =h/20 i impulsen. Om vi tenker halvklassisk, sa
vil en partikkel med en impuls i intervallet —Ap, < p, < Ap, etter tiden ¢ befinne seg et sted i
intervallet

Ap, ht
Pe M

< Avgt = = )
|=75‘ v 2mao

Dette er samme budskap som vi far fra formelen for usikkerheten i x,

ht
(A), ~

omo

I dette tilfellet har altsa den halvklassiske tankegangen noe for seg.



