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L¢sning OPPGAVE 25 Om radialfunksjoner for hydrogenlignende system

Radial functions u(r) in arbitrary units

u

04+ Effective potentials and energies in units of $ihbar*2/(2ma”2)$
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a. (al): De effektive potensialene Vi(r) for [ =0,1,2,3 er gitt av kurvene 1,2,3.4, i denne
rekkefglgen.

(a2): Energiene Ey, E3 og F, er i enheter av h?/(2ma?) gitt ved henholdsvis —1/4, —1/9 og —1/16,
som svarer til linjene merket hhvis 5,6 og 7 1 diagrammet.

(a3): For sma r ser kurven for w;, ut til a veere lineser i r. Da oppforselen for sma r generelt er
w~ "t har vialtsd [ =0. Vi har altsa med en s-tilstand a gjore.

Funksjonene w,,;(r) oppferer seg som endimensjonale bglgefunksjoner, dvs de krummer mot (bort fra)
aksen i klassisk tillatte (forbudte) omrader, hvor energien E er stgrre enn (mindre enn) det effektive
potensialet V(7). Den relative krumningen skifter altsa fortegn ved de klassiske venderadiene, hvor
energilinjen skjeerer potensialkurven VY (r). Den aktuelle kurven skifter relativ krumning for r/a
omtrent lik 16-18. Dette svarer til et skjeeringspunkt mellom FEjs-linjen og potensialkurven for [ =0
(og utelukker de andre energiene). Energien er altsa Fs, og hovedkvantetallet er n = 3.

Fra figuren ser vi ogsa at antall nullpunkter for » >0 er n, = 2. Ifglge sammenhengen n =1+ 1+ n,
skulle vi da ha [ =n—n, —1=0, og dette stemmer med det vi fant ovenfor.
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(a4): Radialfunksjonen wu, skifter relativ krumning for r/a ~4 ogfor r/a~15. Dette stemmer
noenlunde med skjaeringspunktene mellom “energilinjen” E3 (for n = 3) og det effektive potensialet
V2 for [ =2. Ifglge relasjonen n =1+ 1+n, skal vidaha n,=0, og dette stemmer jo med
at u, ikke har noen noder.

(ab): For n=3 kan viitillegg til /=0 ha [=1 (med m = 0,+1) og [ =2 (med m =
0,41, £2). Antallet orbitaler ¢, for n =3 er altsa totalt g3 =1+3+5=09. (Dette er den
sakalte degenerasjonsgraden for 2. eksiterte niva Ej.)

b. (bl): Venderadiene er der hvor E, = Vi(r). For =0 er E, lik V(r) bare for én r-verdi;
den ytre venderadien:
r = 2n’a.

(Her er det ingen indre venderadius; hele omradet 0 < r < 2n%a er klassisk tillatt. Merk at den ytre
venderadien er r = 18a for n = 3; jf kurven w,,.)
(b2): For [ >1 finner vi ved a multiplisere ligningen

o1 ﬁ1+h2l(l+1)
2ma? n?  mar 2mr?
med 2mr?/h* fglgende betingelse:
1 r r

De to lgsningene av denne annengradsligningen er hhvis indre og ytre venderadius:

r=n’a <1 ¥ \/1 — (I + 1)/712) , q.e.d.

For n=3 og [ =2 erindre og ytre venderadius da gitt ved

r = n2a (1 F1- 10+ 1)/n2> = 9a (1 + \/1/»3) ~ { 134?22 ’

og dette stemmer rimelig bra med det vi leste ut fra figuren for lgsningen wu,.

L¢Sning OPPGAVE 26 Generaliserte p-orbitaler for hydrogenlignende system

a. Siden 19,5 er rotasjonssymmetrisk mhp x-aksen, er den symmetrisk mhp zz-planet. Da 15,5 er
antisymmetrisk mhp det samme planet, folger det at integranden i indreproduktet

<¢2p5{7 1/}2];5/ > - /'(b;kpﬁl/@pydg’f’

er antisymmetrisk, slik at de to orbitalene er ortogonale.

b. Siden 99,5 er en lineserkombinasjon av de tre orbitalene ¥o,%, 1opg 0g Yoz, er den i likhet med
disse en egenfunksjon til L? med egenverdi lik 22, dvs en [ = 1-tilstand eller p-orbital. Omskrivingen

3 3
Vopa = Ron (1) yy (nex +nyy +n.z) /1 = RQI(T)”E At

viser at denne orbitalen har ngyaktig samme form sett fra den positive n-aksen som 1)y, har sett fra
z-aksen. Denne orbitalen er altsa rotasjonssymmetrisk med hensyn pa n-aksen og antisymmetrisk
med hensyn pa et plan gjennom origo vinkelrett pa n-aksen.
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For n=2 er
Yapa = NaWaps + Nyopy + Ntbops = Yops.

Om vi er enige om at denne har “retningen” z (fra blatt til rgdt), sa ma orbitalen til hgyre ha
“retningen” n = —2z. (Dette gir ganske riktig 1op(_z) = —1ps.) For h = {1/v/2,1/v/2,0} ligger
retningsvektoren tilsvarende i xy-planet og danner vinkler pa 45 grader bade med %x- og y-aksen.

d. Indreproduktet mellom opn 0g thyp er
(opis e ) = (Matlmpse + Wy + Nt Kuthaps + hythopg + katbopa )
= gk, + nyk, + n.k, = ik = cos ;.

Vi ser at de to orbitalene er ortogonale bare dersom vinkelen mellom de to symmetriaksene er lik 90
grader, slik vi har f.eks for 9,5 0g Va,y.

L¢sning OPPPGAVE 27 sp’-orbitaler, eksempel pa hybridisering

a. Nar ¢(r) er en paritetsegentilstand, dvs symmetrisk eller antisymmetrisk mhp rominversjon, blir
|2 = ¥ symmetrisk, og integranden z|¢)|* antisymmetrisk. Integralet () blir da lik null, og
tilsvarende for (y) og (z). “Tyngdepunktet” (r) av sannsynlighetsfordelingen || ligger altsé i
origo for alle paritetsegentilstander.

b. Normering:

<77Z)7¢> = <C¢2s+v1—02¢2p270¢2s+v1—02¢2p2>
02<¢2s,¢2s> +(1 —02) <¢2pi,¢2pi> +evl—c? 2§Re<¢2s,¢2pi>
= A+1-c+0=1, qed.

1

sa®mec? /22, blir ogsa linezerkombina-

Da 195 0g 19,5 er energiegenfunksjoner med energi FE,; =
sjonen 9 en slik energiegenfunksjon.

Bade 125 0g 19y er rotasjonssymmetriske mhp z-aksen, og da blir ogsa v det. Denne rotasjonssymme-
trien innebaerer ogsa at [1)|* er symmetrisk mhp yz-planet og mhp xz-planet. Derfor blir () =0
og (y),=0. Derfor ma “tyngdepunktet” (r) av sannsynlighetsfordelingen |4|? ligge et sted pa

z-aksen:



c. Forventningsverdien av z er
<Z >qp = /(CIDQS +V1—¢? ¢2p2)* zZ (C@Z)Qs +V1-—¢? ¢2p2)d37"
= ¢ (2)y,, +(1— ) (2)y,,, T2cV1—=¢ /1/123 2 opsd’r.

Her er de to fgrste forventningsverdiene lik null ifglge pkt. a. For integralet i siste linje finner vi

1 o T T /e 9 T, ) a 2
/ = 327m3/0 (5—2)56 /-r-rdr/o cos 9-sm0d9:1—6(5!—2~4!)-§:3a.

Resultatet er altsa

(2)y=3a-2cv1—c%

Det er enkelt & sjekke ved derivasjon at den siste faktoren er maksimal for ¢ =1/v/2(= 1 — ?),
som gir  [(2)ylmar = 3a. Avstanden fra origo til “tyngdepunktet” (r) blir altsi maksimal nar ¢ er
en “50/50” blanding av s-bglgen 19, og p-bglgen 1)g;.

d. Vinkelen 6,,,,, = 012 mellom n; og ny er gitt ved
. 1 1 .
COoSs 912 =N;'-Nny = g{l, 1, ]_}{]_, —]_, —]_} = —g — 012 = 109.5°.
Samme resultat finnes for de gvrige fem vinklene, 613, 014, 0o3, 024 0g O34.

e. Da p-orbitalene er ortogonale pa s-orbitalen, finner vi at indreproduktet mellom 1, og 5 er
(V1,¢2) = <C¢2s + V1 — 2 Yopiy, a5 + V1 — 2 opin, >
= 02 + (1 - 02) <¢2pfl17w2pﬁ2 > +0+0
4c? — 1

= A4+ (1-cA)npny =7+ (1—-c)(-1/3) = TR

Vi oppnar altsa ortogonalitet ved a velge ¢ = 1/2. Siden alle skalarproduktene (n;-nz osv) er lik
—1/3, blir alle de fire orbitalene 11, 19, 13 og 1, innbyrdes ortogonale for ¢=1/2. At vi oppnar
dette ved a bruke samme ¢ (samme innslag av 1) for alle de fire tilstandene, henger sammen med
den tetraedriske symmetrien.

Med ny, =nyy =ny, = 1/v/3 (og tilsvarende for ny, nig og fiy) blir

U = %w2s + %\/gl/fzpﬁl

= (Y25 + apx + Vopy + Vo),
Uy = %(1/)25 + Yopx — Yopy — Vopa),
¥s %(77@25 — Vopx + Vapy — Yopa),
(oA (Va5 — Yopx — Vopy + Vopz), qe.d..

Legg merke til at det er lett a sjekke bade normering og ortogonalitet vha disse formlene.

f. Hydrogen er det eneste atomet hvor vi finner [-degenerasjon, dvs hvor f.eks energiegentilstandene
s 08 Pap; har samme energi; jf pkt. b. For et isolert karbonatom vil derfor en superposisjon av en
2s-tilstand og en 2p-tilstand ikke veere en energiegenfunksjon. Derfor vil hybridtilstander av typen
sp? ikke vaere energiegentilstander for et isolert karbonatom.



g. Med ¢, =c1¢, + ¢y, innsatt ia(1,2) fas

¢A(17 2) = \}5 {%(1) [01%(2) + wbj_(2)} - %(2) [01%(1) + wbl(l)]}

1
= Wb (Dhr (2) — Ya(2)t, (1)] .-
ﬂW (D61 (2) — a(2)hp1(1)]
Her ser vi at den delen av 1, som er “parallell med ,” blir borte under antisymmetriseringen;
to-partikkel-tilstanden 1 4(1,2) “forlanger” én-partikkel-orbitaler 1, og 1, som er ortogonale.

Kommentar:

(1) Hvorfor velger metan den regulaere tetraedriske strukturen? Svaret er at akkurat denne strukturen,
med de fire vinklene pa 109.5 grader og de like store avstandene fra karbonkjernen til hvert av
protonene, gir den laveste totale energien (kinetisk + potensiell) for dette systemet. Her ma vi huske
pa at det er mange bidrag: Den potensielle energien omfatter frastgtningen mellom kjernene innbyrdes
og ogsa mellom elektronene, samt tiltrekningen mellom kjerner og elektroner. Den kinetiske energien
omfatter kjernenes kinetiske energi (forholdsvis liten) og forst og fremst elektronenes kinetiske energi.
Den siste har vi leert kan assosieres med den romlige variasjonen av de respektive bglgefunksjone
(orbitalene), jf uttrykket

h2
(K) =5 [ [l

Ut fra alt dette er det ikke urimelig at strukturen blir tetraedrisk, slik at de fire hydrogenkjernene
kan veere sa langt unna hverandre som mulig. I gjennomsnitt er disse nemlig delvis “avkledd” sine
elektroner, dvs at ladningsskyen (—ex “sannsynlighetsskyen”) rundt hvert proton ikke helt oppveier
protonets plussladning. I og med at Coulomb-energien er omvendt proporsjonal med avstanden, er det
kanskje ikke sa rart at energiminimum opptrer nar de seks vinklene og avstandene er like. Bytter en ut
ett av hydrogenatomene i metan med et annet atom, som f.eks i CH3Cl, brytes denne symmetrien. En
far fortsatt en tetraedrisk struktur, men ikke lenger helt reguleer, dvs vinklene avviker noe fra 109.5
grader. T alle slike tilfeller er strukturen til grunntilstanden (avstander og vinkler mellom kjernene,
og elektronorbitalene) slik at den totale energien til systemet har et minimum.

(ii) Hvorfor er energien lavere for metan enn for de fem isolerte atomene (1 karbon og 4 hydrogen),
dvs hva er det som sgrger for bindingen?

Pa dette nivaet er det vanskelig a gi et skikkelig svar, men noe av forklaringen ligger i “utseendet” til
de fire molekyleere orbitalene som ble forsgkt skissert side 5 i oppgaveteksten. I hver av disse har vi to
elektroner med motsatte spinn. Bindingen skyldes at disse to elektronene har lavere total energi enn
summen av energiene til 1s-elektronet i det isolerte H-atomet og 2p-elektronet i det isolerte karbon-
atomet. Og denne energien er sa mye lavere at det mer enn oppveier frastgtningen mellom kjernene.
Forklaringen er, som for Ha-tilfellet, at elektronparene som sgrger for de kovalente bindingene “nyter
godt” av tiltrekningen bade fra protonene og karbon-kjernene, og dermed far sa lav (V') og E at det
resulterer i binding, pa tross av frastgtningen mellom protonene og karbon-kjernen. Selv om det er
vanskelig a forsta dette fullt ut, kan vi sla fast at hvert av H-atomene bindes av et slikt elektron-par.
Dette er et eksempel pa sakalte kovalente bindinger, som vi ogsa finner f.eks i Hs.



