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Oppgave 1
Her er K = 11 eV, slik at

λ = h/p = h/
√

2meK = 0.37 nm

Riktig svar: B.

Oppgave 2
Her er K = 1.0 eV, slik at

λ = h/p = h/
√

2meK = 1.22 nm

Riktig svar: D.

Oppgave 3
E = hν = hc/λ = 6.626 · 10−34 · 2.998 · 108/1.602 · 10−19λ = 1.24µeV/λ.
Riktig svar: B.

Oppgave 4
E = K = p2/2me = h2/2meλ

2. Konstanten h2/2me har tallverdi ca 2.41 · 10−37 i SI-enheter, dvs J
m2. Omregning til enhet eV nm2 fordrer at vi ganger med 1018 og dividerer med 1.6 · 10−19. Dermed
blir E = 1.5 eV/λ2 dersom λ settes inn med enhet nm.
Riktig svar: D.

Løsning OPPGAVE 8 Ikke-stasjonær bokstilstand

a. ♠For 0 < x < L er potensialet i boksen lik null, slik at Hamilton-operatoren har formen Ĥ =
K̂+V (x) = −(h̄2/2m)∂2/∂x2 i dette omr̊adet. Da den andrederiverte av sin kx er −k2 sin kx, finner
vi at

Ĥψ1(x) =
h̄2k2

1

2m
ψ1(x) =

π2h̄2

2mL2
ψ1(x) og Ĥψ2(x) =

h̄2k2
1

2m
ψ2(x) =

4 π2h̄2

2mL2
ψ2(x),

dvs de to energiegenverdiene er

E1 =
π2h̄2

2mL2
og E2 =

4π2h̄2

2mL2
= 4E1.

♠Vi merker oss videre at ogs̊a de tidsavhengige bølgefunksjonene er egenfunksjoner til Hamilton-
operatoren. Innsetting p̊a høyresiden i den tidsavhengige Schrödingerligningen gir da

ĤΨi(x, t) = e−iEit/h̄Ĥψi(x) = EiΨi(x, t), i = 1, 2.

Samme resultat finner vi ved innsetting p̊a venstre side:

ih̄
∂Ψi(x, t)

∂t
= ψi(x) ih̄

∂

∂t
e−iEit/h̄ = Ei Ψi(x, t), q.e.d.

♠I integralet ∫
ψ∗1 (x)ψ2(x)dx ≡ 〈ψ1, ψ2 〉

er ψ1(x) symmetrisk mhp midtpunktet av integrasjonsintervallet, mens ψ2(x) er antisymmetrisk.
Integranden er alts̊a totalt sett antisymmetrisk, slik at integralet er lik null. De to funksjonene er
mao ortogonale. (Indreproduktet 〈ψ1, ψ2 〉 er lik null.)
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b. ♠Lineærkombinasjonen Ψ(x, t) oppfyller Schrödingerligningen fordi denne er lineær og homogen.
(Operatorene ih̄∂/∂t og Ĥ er begge lineære.) Hva dette betyr innser du ved å sette inn.♠En stasjonær
løsning skal ha form av en romlig funksjon multiplisert med en eksponensialfunksjon p̊a formen
e−iEt/h̄. Dette er ikke tilfelle for Ψ(x, t), s̊a denne bølgefunksjonen beskriver en ikke-stasjonær tilstand.

c. ♠Sannsynlighetstettheten er

|Ψ(x, t)|2 = 1
2
[(Ψ∗1 + Ψ∗2 )(Ψ1 + Ψ2)]

= 1
2
|Ψ1(x, t)|2 + 1

2
|Ψ2(x, t)|2 + 1

2
[Ψ∗1 (x, t)Ψ2(x, t) + Ψ1(x, t)Ψ∗2 (x, t)]

= 1
2
[ψ1(x)]2 + 1

2
[ψ2(x)]2 + <e[Ψ1(x, t)Ψ∗2 (x, t)]

= 1
2
[ψ1(x)]2 + 1

2
[ψ2(x)]2 + <e[ψ1(x)ψ2(x)ei(E2−E1)t/h̄]

= 1
2
[ψ1(x)]2 + 1

2
[ψ2(x)]2 + ψ1(x)ψ2(x) cosωt, q.e.d.

Her er ω(≡ ω21) = (E2 − E1)/h̄ = 3E1/h̄. Vi ser at tidsavhengigheten i |Ψ(x, t)|2 oppst̊ar fordi
de to tidsavhengige eksponensialfaktorene i Ψ1(x, t) og Ψ2(x, t) ikke varierer i takt. Moralen er at
en superposisjon av to stasjonære tilstander med forskjellige energier gir en ikke-stasjonær tilstand,
hvor sannsynlighetstettheten endrer seg med tiden. Kurven til venstre i figuren viser |Ψ(x, t)|2 for
t = 0 og t = 2π/ω, 4π/ω osv. Periodetiden, som er tiden mellom hver gang |Ψ(x, t)|2 er identisk
med sannsynlighetstettheten i begynnelsestilstanden, er alts̊a her T21 = 2π/ω21 ≡ 2πh̄/(E2 − E1).
Kurven til høyre i figuren viser |Ψ(x, t)|2 for t = π/ω (osv).

Her ser vi at sannsynlighetsfordelingen (og dermed tyngdepunktet 〈x 〉 av denne) flytter seg med
tiden, et typisk trekk for en ikke-stasjonær tilstand. (Tyngdepunktet oscillerer mellom to ytterpunk-
ter.)
♠Superponerer vi i stedet Ψ1(x, t) og Ψ3(x, t), s̊a blir frekvensen ω31 ≡ (E3 − E1)/h̄ = 8E1/h̄ =
8ω21/3, slik at periodetiden T31 blir en faktor 8/3 mindre enn T21.

d. ♠Integralet over sannsynlighetstettheten ovenfor blir∫
|Ψ(x, t)|2dx = 1

2

∫
[ψ1(x)]2dx+ 1

2

∫
[ψ2(x)]2dx+cosωt

∫
ψ1(x)ψ2(x)dx = 1

2
+ 1

2
+0 = 1 ∀ t, q.e.d.,

hvor de to første integralene er lik 1 (normering), mens det siste er lik null (ortogonalitet). Dette
illustrerer at det er lett å finne normen av en funksjon som er utviklet i ortonormerte funksjoner,
som her. S̊a det er alts̊a en fordel med ortogonale egenfunksjoner.

Løsning OPPGAVE 9 Litt mer om krumning av egenfunksjoner

a. ♠Da ψ′′ er endelig innenfor veggene, følger det (ved integrasjon) at ψ′ må være kontinuerlig og
endelig. Da m̊a ogs̊a ψ være kontinuerlig og endelig.
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b. ♠Egenverdiligningen Ĥψ = Eψ er oppfylt n̊ar Ĥψ(x) er lik konstanten E multiplisert med
ψ(x), for alle x. Vi har alts̊a

E =
Ĥψ(x)

ψ(x)
= en konstant uavhengig av x.

Denne konstanten E kan vi beregne vha uttrykket ovenfor dersom vi kjenner ψ(x) i et lite omr̊ade.
Et eksempel følger i pkt. c.

c. ♠For −a0 < x < a0 er

Ĥ = − h̄2

2m

∂2

∂x2
+ V0,

og siden ψ2 = Ax er lineær slik at ψ′′2 = 0 i dette omr̊adet, finner vi ganske enkelt at

E2 =
Ĥψ(x)

ψ(x)
=
V0ψ2

ψ2

= V0.

♠Mellom barrieren og de harde veggene er V (x) = 0, slik at disse omr̊adene er klassisk tillatte
(med en kinetisk energi K2 = E2 = V0), og slik at den tidsuavhengige Schrödingerligningen i disse
omr̊adene tar formen

ψ′′2 =
2m

h̄2 [V (x)− E2]ψ2 =
2m

h̄2 [0− V0]ψ2 = − 1

a2
0

ψ2.

I disse omr̊adene vil da ψ2 bli sinusformet med bølgetall k2 = 1/a0. Her krummer alts̊a ψ2 mot
x-aksen. Den ser slik ut:

d. ♠Da grunntilstandsenergien (som alltid) er lavere enn energien for 1. eksiterte tilstand, blir
barriereomr̊adet klassisk forbudt for grunntilstanden. Fra den tidsuavhengige Schrödingerligningen
følger det da at grunntilstanden ψ1 må krumme utover fra x-aksen i barriereomr̊adet, mens den
krummer mot aksen utenfor dette omr̊adet, noe langsommere enn først eksiterte . Den ser slik ut:
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Løsning OPPPGAVE 10 ∆x og ∆px for grunntilstanden i harmonisk oscillator m.m.

a. ♠Ved å sammenligne ψ0(x) = C0e
−mωx2/2h̄ (OPPGAVE 3) med Ψ(x, 0) = (2πσ2)−1/4e−x

2/4σ2+ip0x/h̄

(OPPGAVE 7), ser vi at den første er et spesialtilfelle av den andre, for

mω

2h̄
=

1

4σ2
og p0 = 0.

Ved hjelp av resultatene fra oppgave 7, 〈 px 〉 = p0, ∆x = σ og ∆px = h̄/2σ = h̄/2∆x, innser vi
da at usikkerhetene i posisjonen og impulsen for tilstanden ψ0(x) er gitt ved

∆x =

√
h̄

2mω
≡ b0√

2
og ∆px =

h̄

2∆x
=

√
mh̄ω

2
, slik at ∆x ·∆px = 1

2
h̄,

mens forventningsverdien av impulsen px for grunntilstanden i oscillatoren er

〈 px 〉 = 0.

Det siste resultatet gjelder i virkeligheten for alle bundne, stasjonære tilstander. Her kan vi ellers

merke oss at b0 =
√
h̄/mω er avstanden fra origo til det klassiske vendepunktet for tilstanden ψ0(x).

(Se OPPGAVE 3, hvor vi fant at P|x|>b0 = 16%. Til sammenligning har vi at P|x|>∆x ≈ 1/3.) Se
figuren nedenfor.

b. ♠Forventningsverdien av energien er

〈E 〉 =
∑
n

PnEn =
∑
n

|cn|2En = |c1|2E1 + |c2|2 · 4E1 =
7

4
E1 = 1.75E1.

Kvadratet av usikkerheten er middelverdien av det kvadratiske avviket fra middelverdien:

(∆E)2 =
〈

(E − 〈E 〉)2
〉

=
∑
n

|cn|2(En − 〈E 〉)2 = · · · = 27

16
E2

1 .

Dette gir en usikkerhet

∆E =
√

27/16E1 ≈ 1.3 E1.

c. ♠Vi regner ut

ψ′ = C exp[−mω(x− a)2/2h̄]
[
−mω

h̄
(x− a)

]
=
[
−mω

h̄
(x− a)

]
ψ

og

ψ′′ =

[
−mω

h̄
+
m2ω2

h̄2 (x− a)2

]
ψ,

4



og setter inn i den tidsuavhengige Schrödingerligningen, som gir

[E − V (x)]ψ = − h̄2

2m
ψ′′ =

[
1
2
h̄ω − 1

2
mω2(x− a)2

]
ψ.

Her er ψ 6= 0 for alle x. Siden energiegenverdien skal være en konstant (uavhengig av x) må
løsningen da bli at

V (x) = 1
2
mω2(x− a)2 +K og E = 1

2
h̄ω +K,

der K er en ubestemt konstant (med dimensjon energi). Potensialet er alts̊a harmonisk.

Løsning OPPGAVE 11 Oppfølger til OPPGAVE 7

a. ♠Fra relasjonen 〈
p2
x

〉
= 〈 px 〉2 + (∆px)

2 ≥ 〈 px 〉2 +
h̄2

4(∆x)2
,

som følger fra Heisenbergs uskarphetsrelasjon, ser vi at n̊ar partikkelen gis veldig liten plass, ved at
∆x→ 0, s̊a er 〈 p2

x 〉 (og dermed 〈K 〉 = 〈 p2
x/2m 〉) nødt til å g̊a mot uendelig. Da partikkelen umulig

kan ha uendelig høy energi, skjønner vi at den umulig kan ha helt skarpt definert posisjon, som svarer
til ∆x = 0.

b. ♠Med V (x) = 0 blir forventningsverdien av energien 〈E 〉 = 〈 p2
x/2m 〉 . Da det er oppgitt

at likhetstegnet i pkt. a gjelder for den aktuelle tilstanden, har vi at

〈
p2
x

〉
= 〈 px 〉2 +

h̄2

4(∆x)2
= p2

0 +
h̄2

4σ2
,

idet 〈 px 〉 = p0 og ∆x = σ. Alle disse resultatene ble funnet i forrige øving. Men la oss like godt
kontrollere dette, med en metode som kan komme godt med senere. Da p̂x er hermitesk, har vi
generelt 〈

p2
x

〉
Ψ

=
∫

Ψ∗ p̂xp̂x Ψ dτ =
∫

(p̂xΨ)∗ p̂xΨ dτ =
∫
|p̂xΨ|2dτ.

For den aktuelle tilstanden er

p̂xΨ(x, 0) = (p0 + ih̄ x/2σ2)Ψ(x, 0).

Med 〈x2 〉 = σ2 har vi da

〈E 〉 =
〈
p2
x/2m

〉
=

1

2m

∫ ∞
−∞

(p2
0 + h̄2x2/4σ4)|Ψ(x, 0)|2dx

=
p2

0

2m
+

h̄2

8mσ2
.

♠N̊ar σ →∞ (∆px → 0), ser vi at 〈E 〉 → p2
0/2m; en fri partikkel med noenlunde veldefinert

impuls har ogs̊a en noenlunde veldefinert energi (∆E → 0). Insisterer vi derimot p̊a en veldig liten ∆x
(σ → 0), s̊a ser vi at 〈E 〉 f̊ar et veldig stort tillegg i den forventede energien, pga kvantevillskapen. I
denne situasjonen vil ogs̊a usikkerheten i energien bli veldig stor. (Den som orker kan regne ut ∆E.)

5



c. ♠Fra den oppgitte formelen for sannsynlighetstettheten |Ψ(x, t)|2 ser vi at denne er normalfor-
delt, omkring punktet x = p0t/m. Følgelig er forventningsverdien for posisjonen ved tiden t gitt
ved

〈x 〉t
(

=
∫ ∞
−∞

Ψ∗(x, t)xΨ(x, t)dx
)

=
p0t

m
.

Denne forventningsverdien er lik null for t = 0 (slik vi fant i OPPGAVE 7), og beveger seg med
hastigheten

d 〈x 〉
dt

=
p0

m
,

som er gruppehastigheten vi fant i OPPGAVE 7.
♠Usikkerheten (∆x)t leser vi rett ut av normalfordelingen (jf oppgaveteksten og moralen i OPPGAVE
7b):

1

2(∆x)2
t

=
1

2(σ2 + h̄2t2/4m2σ2)
=⇒

(∆x)t =

√
σ2 +

h̄2t2

4m2σ2
.

(Som en kontroll legger vi merke til at (∆x)t g̊ar mot den korrekte verdien σ for t→ 0 .)
Kommentar: Resultatene ovenfor forteller at b̊ade forventningsverdien 〈x 〉t og usikkerheten (∆x)t
ved en ny måling ved tiden t er forskjellige fra verdiene ved t = 0. Samme resultat som ved den
første “målingen” (prepareringen) kan vi derfor bare f̊a umiddelbart etter denne. Moralen er at den
tilstanden som systemet tvinges inn i ved den første målingen vanligvis endrer seg raskt med tiden,
i henhold til Schrödingerligningen. Dette er grunnen til at vi understreker dette med “umiddelbart
etter” i m̊alepostulatet. Det finnes unntak: Måler vi f.eks energien til den harmoniske oscillatoren,
og finner resultatet E1, vil oscillatoren fortsette å være i den stasjonære tilstanden Ψ1(x, t), og en ny
måling lenge etter vil gi samme energi E1.

d. ♠Dersom vi p̊atvinger den frie partikkelen en tilstand Ψ(x, 0) med veldig liten usikkerhet ∆x = σ
ved t = 0, ser vi av formelen for (∆x)t at spredningen av bølgepakken øker raskere med t jo mindre
σ vi velger. Moralen er at jo skarpere definert posisjon vi velger ved t = 0, desto hardere straffes
vi i form av økt uskarphet ved tiden t.

e. ♠Meningen her er å vise at denne “straffen” ikke er særlig mystisk. Jo mindre ∆x = σ vi velger
ved t = 0, desto større er spredningen ∆px = h̄/2σ i impulsen. Om vi tenker halvklassisk, s̊a
vil en partikkel med en impuls i intervallet −∆px < px < ∆px etter tiden t befinne seg et sted i
intervallet

|x| < ∆vx·t =
∆px
m
· t =

h̄t

2mσ
.

Dette er samme budskap som vi f̊ar fra formelen for usikkerheten i x,

(∆x)t ≈
h̄t

2mσ
.

I dette tilfellet har alts̊a den halvklassiske tankegangen noe for seg.
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