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Lgsningsforslag til @ving 8.

Oppgave 1
Her er [ =1, slik at L = +/1 - 2h. Riktig svar: D.

Oppgave 2
Bare en komponent av dreieimpulsen kan veere skarp om gangen. Riktig svar: B.

Oppgave 3
Forventningsverdien til L, er

(La) = [ YioLaYiod9,

med romvinkelelement d) = sinf6dfd¢. Siden LYo er rent imaginaer og Y7, er reell, blir dette
integralet imaginaert, med mindre det blir lik null. Da ma det bli lik null, siden (L,) ma vere
reell. Innsetting gir en integrand proporsjonal med cos 6 sin? 8 sin ¢, slik at bade integralet over § og
integralet over ¢ her blir null. Riktig svar: A.

Oppgave 4
Her er [ =1, slik at L = +/1 - 2h. Riktig svar: D.

Oppgave 5 R
Denne lineserkombinasjonen er egenfunksjon til L,, med egenverdi 0. Riktig svar: A.

Oppgave 6
Med skarp L, er L, (og L,) uskarp(e). Riktig svar: B.

Oppgave 7

Partikkelen befinner seg i en egentilstand til ix, uttrykt som en lineserkombinasjon av Y71 og Yi _q,
dvs med m; = +£1, slik at mulige maleresultater ved en maling av L, er £h. Nar L, er skarpt definert,
her med verdi 0, er det ingenting spesielt med z-aksen, sammenlignet med y-aksen. Da ma det ogsa
veere slik at en maling av L, bare kan gi som resultat £h. Riktig svar: C.

Oppgave 8
Vi har
(2% — y*)/r? = sin®0 ((:032 ¢ — sin® gzﬁ) = sin? 6 cos 2¢,

som tilsvarer Ys9 + Y5 5. Riktig svar: C.

Oppgave 9
Vi har

1
xy/r?* = sin® 0 cos ¢ sin ¢ = sin® 6 - 5 sin 2¢,
som tilsvarer Yoo — Y5 5. Riktig svar: D.

Oppgave 10
Vi har zx/r? = cos fsin 6 cos ¢, som tilsvarer Yo — Y5 ;. Riktig svar: B.

Oppgave 11
Til venstre for potensialspranget er kinetisk energi lik total energi, dvs E = h”k?/2m. Til hgyre for
potensialspranget er kinetisk energi £ — Vi = h*¢?/2m. Dermed er refleksjonssannsynligheten

(VE — VE —V;)?
(VE +VE =1;)?’
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som med R = 0.1 gir £/V, ~ 1.37. Riktig svar: B.

Oppgave 12
N = n, + n, med mulige kombinasjoner (n,,n,) = (0,N),(1,N —1),...,(N,0), dvs N + 1 mulige
kombinasjoner. Riktig svar: D.

Oppgave 13
Vi finner egenfunksjonene v, () og dermed v, (y) i formelvedlegget. Siden x = 7 cos ¢ i polarko-
ordinater, blir 119 = R(r) cos ¢. Med bevegelse i xy-planet har dreieimpulsen bare en z-komponent,
slik at
72 J2 52 0
L = = — _—

z a¢2 ?
som gir R

L1 = B4y,

dvs L? = h®. Riktig svar: C.

Oppgave 14
Operatoren L. inneholder en gangs derivasjon mhp ¢. Dermed er 1y, ikke egenfunksjon til Lz, dvs
L, er uskarp. Riktig svar: B.

Oppgave 15
Med @ = rcos ¢ og y = rsin¢ blir ¢y = f(r)sin ¢ cos ¢ = 4 f(r) sin2¢. Da har vi

/% ¢11d P~ / sin 26 cos 26d¢ = 0,

Riktig svar: A.

Oppgave 16 R
Egenfunksjoner til L, er exp(im¢), med heltallig m. For a oppna L, = h, ma vi ha m = 1. Siden
19 ~ €OS ¢ 0g g1 ~ sin ¢, ma vi velge V1o + i1)g;. Riktig svar: C.

Oppgave 17
To partikler i ¥y, hver med energi hw, og 3 partikler i 119 og 11, hver med energi 2hw. Total energi
8hw. Riktig svar: D.

Oppgave 18
Yo ~ P3()
d3
~ d3(x — 3zt + 32° — 1)
x

= 6-5-42°—3-4-3-22

~ bzd— 3z

Riktig svar: A.



L(Z)SIling OPPGAVE 16 Krumning og stykkevis konstante potensialer

a. [et omrade hvor V er konstant (lik V7), og £ —V; er positiv (slik at omradet er klassisk tillatt),
har vi

2
" _ %(m —E)p =k, k=/2m(E - Vi)/h%
Denne har to uavhengige lgsninger, cos kx og sin kx [alternativt exp(+ikz)], og den generelle lgsningen
kan skrives pa formen

W(x) = Acoskx+ Bsinkzx
- m(

coskx +

A B .
A
= A'(cosacoskx + sinasin kz), (A’ =VA2+ B2, cosa= Ny osv.) ,
= A cos(kx — a),

dersom vi velger a arbeide med reelle koeffisienter. Som vi har sett for den endimensjonale boksen,
krummer den sinusformede lgsningen “raskere” jo stgrre bglgetallet k er, dvs jo stgrre K = E — V)
er. For den sinusformede lgsningen kan vi altsa bruke bglgetallet som et mal for hvor “raskt” Igsningen
krummer.

Kommentar: Ut fra dette kan vi ogsa danne oss et begrep om hvor raskt ¢ krummer i
klassisk tillatte omrader hvor V' (x) ikke er konstant, ved a skrive

der

k()= \2m[E - V(@) (E>V(z))
ikke er et bglgetall i egentlig forstand, men likevel gir et begrep om hvor tett nullpunktene

ligger. Se f.eks 15 side 57 i boka. Se ogsa figuren side 58 [som viser kvadratet (1p9)? av
den 20. eksiterte tilstanden for den harmoniske oscillatoren.

b. For et klassisk forbudt omrade hvor V(x) er konstant og stgrre enn E, kan vi skrive den tids-
uavhengige Schrodingerligningen pa formen

= WV -E}p=r%,  k=\2m(V - E)/i%

Denne har to uavhengige lgsninger, e og e™"*, slik at den generelle lgsningen blir av eksponensiell
type,
Y(x) = Ce ™ + De"™.

Denne krummer utover fra aksen, raskere jo storre s er, dvs jo stgrre V' — E er, eller om vi vil: jo
mer “klassisk forbudt” dette omradet er.
Siden potensialet er uendelig for x > x5, skal bglgefunksjonen veere lik null i dette omradet. For a
gi en kontinuerlig egenfunksjon ma da lgsningen for omradet x; <z < xy oppfylle kravet

w(x2) _ Clle—ﬁ(a:—xg) + D/leﬁ(m—:pg) e + D" =0.

T=x9

I dette omradet har vi da
Y(x) = D" (er@m2) — g=rl@=22)y — 9 D" ginh[k(z — 22)], q.e.d.

Enda enklere er det a merke seg at lgsningen ma veere en lineserkombinasjon av de to uavhengige
lgsningene sinh[x(x — x2)] og cosh[k(x — x2)], hvorav den siste ma forkastes pga kontinuitetskravet.
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c. (i) Dersom energiegenverdien FE ligger lavere enn potensialverdien V3 i omradet —oo < z < x3,
ma egenfunksjonen i dette omradet oppfylle
, o 2m 1

= "5 [Vs — El = k39, med k3 = 7 2m(Vs — E).

Den generelle lgsningen i dette omradet er da
U= Ce™ + Cle™™.

Her ma C” settes lik null, fordi en egenfunksjon ikke far lov a ga mot uendelig (divergere), hvilket
exp(—ksx) gjor i grensen = — —oo. KEgenfunksjonen har altsa i dette tilfellet formen

= Ce™  for x < xs.

Denne gar eksponensielt mot null ute til venstre, er fplgelig kvadratisk integrerbar, og beskriver
dermed en lokalisert og bunden tilstand.

(ii) Er energiegenverdien stgrre enn V3 i det samme omradet, blir lgsningen for x < x3; med et
tilsvarende resonnement

1
) = Asinksx + Bceosksxr, med ks = ﬁ\/Qm(E—V},).

Normeringsintegralet
Z2
| @)
vil da divergere, og egenfunksjonen er ikke-lokalisert og beskriver fglgelig en ubunden tilstand.
(iii) Dersom det klaffer slik at energiegenverdien er akkurat lik Vs, har vi at ¢”" =0 for x < 3.
Den generelle Igsningen av denne er

Y= Ar + B.

Her ma vi sette A =0 for a hindre at 1 divergerer i grensen x — —oo. Fglgeliger ¢ = B hele
veien for x < x3. Her kan vi som nevnt anta at B # 0. Denne energiegenfunksjonen er folgelig
ikke kvadratisk integrerbar, og beskriver altsa en ubunden tilstand.

d. Da FE; <Vy, har den tidsuavhengige Schrodingerligningen i barriereomradet formen

2m 1
V= ?[VO — ByJyy = Ky, med k= ﬁ\/Qm(VO —0.67V)).

Denne har de to uavhengige lgsningene exp(+x;x) (alternativt cosh(k;z) og sinh(k;x)). En symmet-
risk kombinasjon av exp(k;z) og exp)(—r1x) har formen

Yy = 201 (€M7 4 e7"%) = () cosh (k).

@

Vi

A

V=o ‘ V=0 |/

NSNS




1y, forestiller en energiegenfunksjon. I barriere-omradet ser vi at den krummer mot aksen. Energien
E ma da veere hgyere enn barriere-hgyden V;. Vi ser ogsa at krumningen er svak i dette omradet
(forholdsvis lite bolgetall). Derfor ma E — Vj veere forholdsvis liten, dvs E er bare litt hgyere enn V4.
I de to brgnnene pa begge sider av barrieren er bglgetallet stgrre, og krumningen tilsvarende raskere.
Vi merker oss ellers at lgsningen er antisymmetrisk, med ett nullpunkt. Fglgelig har vi a gjgre med
forste eksiterte tilstand. (Grunntilstanden er symmetrisk, uten nullpunkter.)

Den andre funksjonen, v,, krummer som vi ser utover fra aksen neer de harde veggene, som er klassisk
tillatte omrader (hvor krumningen skal vaere mot aksen). Sa dette er ingen energiegenfunksjon.

ANAYANAY
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x/ L
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0

Fra de oppgitte kurvene ser vi at A\, = L/2, mens A\, =2L/7. Bolgetallene er altsa

2w _dr i

ke 3 7 og ky = —.

Fra sammenhengen E — V, = h*k?/2m har vi da at

w2h? w2h?

E, —Vy=—" 4 [ R T
0= gz 10 08 v Vo= s 4

g. (i) I barriereomradet, hvor £y = V(z) = V4, skal W\ vaere bade lineser og symmetrisk, dvs lik en
konstant C' (som vi godt kan sette lik 1, dersom vi ikke bryr oss om normeringen). For 0 <z < a;
skal bglgefunksjonen veere sinusformet, med et nullpunkt for =0 og med en kontinuerlig derivert
for x = a;. Idette omradet skal vi altsa ha en kvart periode av sinusen, slik at vi ma ha ka; = 7/2,
der k er bglgetallet.

1 1 hr
%W:kalzal ﬁ\/2mE1:a1ﬁ 2mV, = a, =

(ii) Her skal w@ veere lineser for as < x < 2a., og denne rette linjen skal “tangere” sinuskurven
for = = a,.
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Da er det vel apenbart at sinusdelen av kurven utgjgr noe mer enn en kvart periode, slik at as > a;.

[Vi kan bestemme as ved a sette 1) =sinkz for 0 < x < ap. Idette omradet er da ] /¢ = k cot kx.
For as < < 2ay kanvisette ¢, = A(x — 2as), oghardaidette omradet at /¢ = 1/(x — 2as).
Kravet om kontinuitet av ] /¢ gir da betingelsen

kcotkas = —1/ag, dvs kagcotkas =—1 (7/2 < kas < ).
Ved a prove deg fram med kalkulatoren vil du finne at lgsningen av denne transcendente ligningen

er kas ~2.03, slik at as/a; ~2.03/(37) ~ 1.29. |

Lgsning OPPGAVE 17 Endimensjonal dobbelt-brgnn

a.
%y
/\T .
f \IA .
Y
\ TN,

N '

Vi merker oss at bade 1, og ¥ krummer bort fra aksen i barriere-omradet; bade E; og Es er da
mindre enn barriere-hgyden V4. I de tillatte omradene ser vi at bade 1; og 1, er sinusformede, med
tilneermet like bglgetall. Dette betyr at Fy ~ E;. Fordi bade 1, og 1 har sma verdier i barriere-
omradet, bidrar dette omradet lite til begge normeringsintegralene. I og med at de to funksjonene er
henholdsvis symmetrisk og antisymmetrisk, ma de da ha tilnsermet like stor sannsynlighetstetthet
i de tillatte omradene. Herav skjonner vi at () ~ ¢1(z) 1 hgyre brgnn, og s(z) ~ —t)1(z) i
venstre brgnn.

I barriereomradet i midten ma 1, veere en symmetrisk lineszerkombinasjon av e®'* og e "% der

K] = \/ 2m(Vy — Ey)/h?, dvs den ma ga som A cosh|kx]. Forste eksiterte tilstand 15 skal tilsvarende

x

veere en antisymmetrisk lineserkombinasjon av €2 og e™"2% der ky = \/ 2m(Vy — Ey)/R?, dvs den
ma ga som B sinh[kyz].

b. For t=0 har vida

V20, () i hgyre brgnn
0

1 venstre brgnn.

B(r,0) = o) + (o)) = {

PG 0
| N

T 1 i | X

Dette betyr selvsagt at sannsynligheten for a finne partikkelen i hgyre brgnn ved ¢t =0 er tilnsermet
lik 1.
For t=T/2=nh/(FEy— Ey) er

e—i(Ez—El)t/h — e—iﬂ' — _1’

slik at
V@, T/2) = = e P i (0) = ol



der
b 0 i hgyre brgnn

\/5[%@) — Ya(o)] ~ { V291 () i venstre brgnn.

Her er partikkelen like sikkert havnet i venstre brgnn. Sannsynligheten oscillerer altsa fram og tilbake
mellom de to brgnnene, med perioden 7' = 27h/(Es — Ey), analogt med den oscillerende sannsynlig-
heten vi sa i OPPGAVE 13.

Det nye her er at partikkelen tydeligvis er i stand til a forsere den klassisk forbudte barrieren. Dette
er et eksempel pa den sakalte tunnel-effekten. Dette er en ren kvantemekanisk effekt, for klassisk ville
en partikkel veere dgmt til a oppholde seg i én av de klassisk tillatte brgnnene.

Det kan vises at energidifferansen Ey — E; blir mindre jo hgyere vi gjor barrieren. Tiden T/2 =
wh/(FEy — Ep) som partikkelen “bruker pa a komme gjennom barrieren” vil altsa gke jo hgyere V; er.

c. Begynnelsestilstanden i denne problemstillingen kan vi tenke oss er preparert ved at partikkelen
er plassert i hgyre brgnn ved ¢ = 0. Ser vi ngyere pa tidsforlgpet mellom f.eks t =0 og t=1T/2,
finner vi at bglgefunksjonen (og dermed sannsynligheten) “lekker” langsomt over fra den ene brgnnen
til den andre. Ved ¢t =T/4 er f.eks sannsynligheten likt fordelt mellom de to brgnnene, som forklart
i oppgaveteksten. Dette betyr selvsagt ikke at partikkelen “deler seg”. Gar vi inn og undersgker hvor
partikelen er ved et gitt tidspunkt ¢, vil vi finne at den er enten til hgyre eller til venstre. (I prinsippet
er det til og med en liten sannsynlighet for a finne den i det forbudte omradet.) Det kan kanskje
veere lurt a tenke pa at bglgefunksjonen beskriver oppferselen til et ensemble av slike systemer. Ved
t =T/2 har alle partiklene flyttet seg til venstre brgnn. Ved ¢ =T/4 er omtrent halvparten til
hgyre og halvparten til venstre. Fglger vi ett enkelt medlem av ensemblet, kan ikke kvantemekanikken
forutsi nar partikkelen passerer barrieren. Et halvklassisk bilde av denne prosessen er at hver partikkel
fyker fram og tilbake mellom den harde veggen og barrieren, med en impuls p = £hk. For hver gang
den treffer barrieren er det en viss (liten) sannsynlighet for at den passerer. Denne transmisjons-
sannsynligheten er mindre jo hgyere barrieren er.

Lgsning OPPGAVE 18 Modifisert boks

a. For a = L/2, dvs mens vi har det opprinnelige boks-potensialet, er

" o 2mE1

1 — h2

77/}1 = _k%wla

og lgsningen er som vi husker en halvbglge(-sinus) med noder i =z =0 og z = L, slik at kL = 7.
Grunntilstanden har da energien

O

2m  2mL?’

Ei(a=L/2) =

For a = 0, dvs med potensialet V(z) = =V, = —(4h)?/(2mL?) for 0 <z < L, har vi at

2m 2m
| = Zr V(@) = Bl = ——[Vo + EnJiy = —kiyr.
Egenfunksjonen 1), og bglgetallet k; blir akkurat som ovenfor, men energien blir na
h2k? ) h?
2m Vo= (m 6) 2mL?2’

Ei(a=0)

energien er na (selvsagt) senket med belgpet Vj, og er negativ.



b. For det tilfellet at Ey; =0 serviat V(z) = E; iomradene som “ikke er gravd ut”, altsa for
0<z<a og L—a<ax< L. Grunntilstanden ¢); ma da veere lineser i disse omradene, mens den
krummer mot aksen for a <z <L —a (hvor E; — V(z) =V, slik at dette er et klassisk tillatt
omrade). I “overgangene” husker vi at lgsningen skal vaere glatt (dvs at ¢ og 9| og dermed ogsa
/11 er kontinuerlige). Prinsippskissen blir da

cos [ (x- L)

|
1
|
|

S ) L

|

|

!

I
a/72 0.4 0.6
der kurven har kosinusform i midten og er lineser pa begge sidene.

c. Da FEj alltid ma ligge hgyere enn bunnen av potensialet, dvs E; > —V, (slik at =V — FE; < 0),

har vi at
. 2m

1= ?[—VO — Bl = —k%wl for a<x<L—a.
I dette omradet er altsa 1 alltid sinusformet. Da den dessuten skal veere symmetrisk (med hensyn
pa midten av boksen), ma vi ha

Yy = Acoslki(x — L/2)] for a<x<L—a.

For tilfellet F; = 0 ser vi at bglgetallet er

1 —— 4

(slik at k1 L = 4). Det som bestemmer a; og dermed a;/L for dette tilfellet er kontinuiteten av 1; og
1, og dermed av ] /1y, i punktet = =a; (eventueltix =L —ay). For 0 <z <a er lgsningen
som vi har sett linezer,

1/)/
Y1 =Bx = -1 = -
wl T=a; a
For a <x < L —a har vi tilsvarende
wll— ky tan|k L/2 ¥ =—k kL L—1
b an(k;(z — L/2)] — ™ = —kytan[k; L(a; /L — 3)].
1 136:@{r

Kontinuiteten gir altsa
1
== —ktanlkL(a/L— 1)) eller kL % tan[ky L(L — ar /L)) =1, qed,
a

eller, med ki L = 4,

4% tan(2 — 4a, /L] = 1.

Noen forsgk med kalkulatoren gir
ay
— ~ 0.342.
L

[Figuren ovenfor viser den ngyaktige egenfunksjonen for dette tilfellet.]
Kommentar: Det kan veere av interesse a se pa grunntilstandsenergien E; som funksjon av a. Figuren
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nedenfor er basert pa beregning for et utvalg av a-verdier. Ved disse beregningene ma en skille
mellom tilfellet a < ay, som gir negativ energi F; og dermed en lgsning pa formen B sinh(kz)
for 0 <z <a, ogtilfellet a; <a < L/2, som gir en lgsning pa formen Bsin(g;z) i det samme
omradet.

0.8 E4 (a) / Ef b”‘

0.6
0.4

0.2

0.5

L

L¢Sning OPPGAVE 19 3-dimensjonal isotrop harmonisk oscillator

a. Med z=rcosf har viat
_ 2
Yoo1 = C’gCl e~ 2 L o 0,

som er uavhengig av asimutvinkelen ¢, dvs rotasjonssymmetrisk mhp z-aksen. Faktoren z = r cos
innebzerer samtidig at gy, er antisymmetrisk mhp zy-planet. I dette planet er bglgefunksjonen lik
null. Derfor kaller vi dette et nodeplan for denne orbitalen.

Sannsynlighetstettheten for denne orbitalen kan skrives pa formen(e)

d’?)m = (0301)2 et cos? ) = (0301)2 Commw(@?+y?) |2 —mwz?/h

(i) For fastholdt r ser vi av det forste uttrykket at sannsynlighetstettheten er maksimal for € lik null
og 7, dvs henholdsvis for z =7 og 2z = —r. Da skjgnner vi at v? ikke kan veere maksimal utenfor
z-aksen. Verdien av r i de to maksimalpunktene finner vi ved a derivere:

d

0= ﬂ(@_mm’?/ﬁ )= =M (1 =P mw/h) = = \/li/mw.

Sannsynlighetstettheten for denne orbitalen er altsa maksimal i to punkter pa z-aksen, med z =

+/h/mw. (Den deriverte er lik null for r = 0 ogsa, men i origo er jo sannsynlighetstettheten minimal,
ma vi si.) !

Dersom vi “roterer” funksjonen 1g9; 90° rundt y-aksen, fas funksjonen 1¢g, osv. De tre egenfunksjo-
nene har altsa samme form, bare rotert 90 grader i forhold til hverandre, og det samme gjelder for
sannsynlighetstetthetene. (Denne egenskapen henger selvsagt sammen med kulesymmetrien til det

isotrope oscillator-potensialet. )

L(ii) Vi kommer selvsagt fram til akkurat samme konklusjon ved & notere oss at sannsynlighetstettheten kan skrives

pa formen
— 2 _ 2 —_ 2
WJ 1|2 x e~ MwT /he mwy /the mwz /TL-

De to fgrste Gaussfaktorne er maksimale for x =0 og y =0, dvspa z-aksen. Den z-avhengige faktoren er maksimal
for z=4+\/h/mw.



b. Figuren forestiller “kotekurver” for tilstanden g9, som er rotasjonssymmetrisk mhp z-aksen,
men ellers har samme form som for de andre to tilstandene. Siden 1)y¢y er proporsjonal med z, blir
bildet i venstre halvplan et speilbilde av hgyresiden, bare med motsatt fortegn pa .

Antisymmetrien mhp yz-planet innebaerer at dette er et nodeplan for denne tilstanden, hvor 199 = 0.
Fra beregningen i pkt. a skjgnner vi at “lengde-enheten” brukt i figuren er b= /h/mw. [Langs
“kotekurven” til hgyre i figuren er ¢ 19 % av max; til venstre er ¢ motsatt like stor.]

nx=1,ny=0,nz=0

Figuren over viser et 3D-plot av overflaten som svarer til rotasjon av kurvene i forrige figur. Merk
at flatene som forsgkes vist i denne figuren er hva vi kan kalle “lik-sannsynlighets-flater” (analogt
med ekvipotensialflater i elektrostatikken). Selve bglgefunksjonen er positiv (og konstant) pa flaten
til hgyre, og motsatt like stor (og konstant) pa flaten til venstre.

c. Pariteten til den endimensjonale oscillatorlgsningen v, (z) er (—1)". Pariteten til de tredimen-
sjonale lgsningene blir da

(_1)nz+ny+nz — (_1)N
(siden bade x, y og z skifter fortegn under paritetsoperasjonen). For forste eksiterte niva, N = 1, har
altsa alle de tre lgsningene negativ paritet. Det samme har vinkelfunksjonene Y7j,,, noe som lett kan
kontrolleres. (Pariteten til Yy, er generelt (—1)%.)
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d. Som nevnt side 3 i Tillegg 5 og i oppgaveteksten, gar det her an a finne energiegenfunksjoner

som samtidig er egenfunksjoner til dreieimpulsoperatorene I og L,. Dette betyr at det i prinsippet
er mulig & lage seg lineseerkombinasjoner av de tre egenfunksjonene (100), (010) og (001) for forste
eksiterte niva som blir simultane egenfunksjoner til H L2 og L. Disse hneaerkombmaspnene er lette

a finne: Da z = rcosf = r\/47/3 Y10, kan (001) skrives pa formen

(001) = C2C, re~ ™22 .\ JA7t /3 Yo = R(r)Yio(6, 6).

(001) er altsa en slik simultan egenfunksjon, med m =0 (dvs L, =0)og [ =1, (dvsL?=2h?).
Da
x £ iy = rsinf(cos ¢ £ isin ) = rsin fe = Fr\/87/3 Y44,

felger det videre at

1 2
—[(100) £ i(010)] = C2C,y re™™ " /?h .\ J4x /3 Vi1 = R(r)Yi1(0, ).
¥\/§[( ) £i(010)] = C5Ch Vam/3 Yiz = R(r)Y14.(6, 0)
Moral sa langt er bl.a: (i) For et degenerert niva er energiegenfunksjonene ikke unike; vi kan lineser-
kombinere i vilden sky! (ii) Dersom én av energiegenfunksjonene for et bestemt niva kan skrives
som  R(r)Y, (med I = 1 og m = 0 i det aktuelle tilfellet), vil det eksistere slike funksjoner for
alle m-verdiene for den aktuelle [-verdien (m = 0, %1 i dette eksemplet), med samme radialfunksjon

R(r). (Den underliggende grunnen er at radialligningen er uavhengig av m-kvantetallet; se avsn 5.4
i Tillegg 5.)

e. For N=n,+n,+n,=2 (E:%hw)kanviha

(ngnyn.) = (200), (020), (002), (110), (101), (011),

altsa seks forskjellige energiegenfunksjoner, slik det ogsa fglger fra formelen

gy = 3(N+1)(N +2)
for degenerasjonsgraden (se boka). Pariteten er +1 for alle disse seks energiegenfunksjonene.
Linezerkombinasjonen [(200) + (020) + (002)]/v/3 gar som

2h 2h 2h
T gy - S 4 S = ety

_ 2
e mer /2h [4%2
mw mw mw mw

og er altsa en funksjon bare av r, dvs kulesymmetrisk. Da L? bare inneholder derivasjoner mhp
vinklene, fglger det at denne lineserkombinasjonen er en egenfunksjon til L2 med egenverdi lik null,
altsa en salkalt s-bglge (med | = 0). Formelt kan vi skrive denne lineserkombinasjonen pa formen
Ry—1,=0(r)Y00. (Husk at Yyo = 1/v/47 er vinkeluavhengig.)

f. Vi merker oss at linesrkombinasjonen ovenfor har paritet +1, i likhet med Yyo. Av de seks
opprinnelige energiegenfunksjonene kan vi totalt danne seks uavhengige lineserkombinasjoner, altsa
fem andre, uavhengige lineserkombinasjoner i tillegg til den vi nettopp har sett pa. Alle disse har
positiv paritet, i likhet med vikelfunksjonene Yy og Ys,,, for m =2,1,0,—1,—2. Da er det vel lett a
gjette seg til at det i tillegg til lineserkombinasjonen ovenfor eksisterer fem andre lineserkombinasjoner
av de opprinnelige egenfunksjonene, av typen

RN:2,1=2(7")Y2m(9, ¢), m=-2,-1,0,1,2.
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Kommentar 1: Som et eksempel kan du legge merke til at

Yo1(0,¢) = —\/;i sin 6 cos O(cos ¢ + i sin @)

er proporsjonal med (zz + iyz)/r?. Da skjgnner du kanskje at (101) +¢(011) er proporsjonal med

Yor.
Kommentar 2: Generelt har vi for en gitt [-verdi 2/ 4+ 1 mulige m-verdier:
l 0 1 2 3 4 5 osv
#m |1 3 5 7 9 11
paritet | + — + — + —
For 3. eksiterte niva (N = 3, paritet —) har vi g3 =5 -4-5=10 tilstander [(300), (030) osv]. Da er

det vel klart fra tabellen ovenfor at disse kan lineserkombineres til en “triplett”, Ry—_3,;-1(7)Y1m(0, ¢)
for 1 =1 ogen “septuplett”, Ry_sz;—3(r)Y3n(0,¢) for [ =3.

For N =4 (paritet +) har vi g4 = % -5-6 =15 tilstander. I tabellen kan du legge merke til at
antall tilstander for [ =10,2 og 4 til sammen er 1 4+54 9 = 15.
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