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TILLEGG 9

9 Kulesymmetrisk boks. Sylindersym-
metriske systemer

I dette Tillegget starter vi med en gjennomgang av det kulesymmetriske bokspoten-
sialet (9.1). For fullstendighetens skyld tar vi i avsnitt 9.2 ogsa med en diskusjon
av sylindersymmetriske systemer. Dette avsnittet er ikke pensum i FY2045/TFY4250.

9.1 Kulesymmetrisk boks

[Se 4.1.3 i Griffiths, og 7.3 1 B&J.]

Shadiw @

Et veldig enkelt eksempel pa et kulesymmetrisk potensial er en kuleformet boks, med radius
a:
{ 0 for r<a,

oo for r > a.

For en makroskopisk radius a er det ikke noe spesielt interessant med denne boksen; antall
romlige tilstander kan beregnes med utgangspunkt i formelen

Vd3p

dNrom = 3 )

og er uavhengig av formen pa volumet V. For en “mikroskopisk” boks, derimot, er volumets
geometri selvsagt viktig, og det er interessant a finne energirekkefglgen til tilstandene, de-
generasjonsgrader og ogsa selve bglgefunksjonene. Med ¢ = Ry(r)Y,,(0,¢) oppfyller Ry(r)
radialligningen (T5.41),

(0 20 Rl +1)
(2 T BIR(r) = 0.
[ 2m <8r2 * 7“81”) + 2mr? (r) =0
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k= \/2mE/h?

Ved a innfere

og multiplisere denne ligningen med —2mr?/h* = —k*r?/E kan vi skrive den pa formen
d’R dR
kr)? 2(k kr)> =11+ 1)| Ry(r) =0 T9.1
(kr)* Jpye  260) g + (k) =10+ D] Rir) =0, (T9.1)

der 0 <r < a. Differensialligningen over er kjent som den sfaeriske Bessel-ligningen.

Sfeeriske Bessel- og Neumann-funksjoner

For en gitt [ er den generelle lgsningen en lineserkombinasjon av den sfaeriske Bessel-
funksjonen j;(kr) og den sfaeriske Neumann-funksjonen n;(kr):

Ri(r) = Aji(kr) + Bny(kr).

Disse to er hhvis regulaere og irreguleere (gar mot co) i origo. Neumann-funksjonene er derfor
ikke aktuelle nar vi har bruk for Igsninger i et r-omrade som inkluderer origo, slik vi har her.
Det kan vises at

U !
, 1 d) sinz 1d\ cosz
Ji(z) = 2 <_z dz> . og n(z) = =2 <_zdz) ot (T9.2)

For [ =0o0g 1 erfeks

. sin z . sinz  cosz
]O(Z) - . ) .]l(z> - 22 - N )
(2) COS 2 (2) cosz sinz
ng(z) = — 0 ni(z) = — — .
0 > g 1 22 -

Her ser vi tydelig at Neumann-funksjonene divergerer i origo, mens utvikling for sma z av
Bessel-funksjonene viser at

Jo(z) =1 og Jji(z) = % for sma z.

l

For vilkarlig [ kan det vises at j;(z) ox z* for sma z. Radialfunksjonene for den kulesym-

metriske boksen,
Ry(r) = Agi(kr), (T9.3)

har altsa (som alltid) en oppfersel for sma r som stemmer med den generelle ligningen
(T5.44).

Energikvantisering og bglgefunksjoner

Fordi V =00 for r>a, mavikreveat Ri(r)=0 for r=a. Det er dette som forer
til energikvantisering. For [ =0 er det veldig enkelt. Kontinuitetsbetingelsen

, sinka
Ro(a) = Ajo(ka) = A e 0
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krever at ka er et multiplum av 7. De tillatte k-verdiene er altsd k) =mn/a, slik at
energiene og radialfunksjonene blir

(REONY2  (Amn)? sin(mnr/a)
E, -0 = L = - =Apy——— =1,2,---. (T94
n,l=0 m 2ma2 0og Rn,l—O(T) n0 7m7”/a n ) &y ( 9 )

Disse energiene kjenner vi igjen fra den endimensjonale boksen med vidde a,
og det er ikke det minste rart. For [ =0 er nemlig det effektive potensialet
lik null for 0 <r < a, slik at den “endimensjonale” radialligningen (T5.42) for
uo(r) =rRo(r) tar formen

R 2wl
2m  dr?

= Fuy(r), med wuy(0)=up(a)=0.

Denne beskriver en endimensjonal boks, og lgsningene ma alle veere av typen
sin kr for a oppfylle uo(0) = 0. Betingelsen wg(a) = 0 krever at ka er lik et
av nullpunktene for sinusen, 7n. Dette gir lgsningssettet u,o(r) o sin(mnr/a),
som er nettopp de lgsningene vi fant ovenfor.

Figuren viser selve radialfunksjonene, dvs de sfaeriske Bessel-funksjonene

Jo(KOr) = sin(mnr/a)
mnr/a

for n=1,2,3,4, som svarer til radialkvantetallene n, =0,1,2,3.

Ny

L, 7=0
{ Ro) o 4o(Tinr/a)

_ ben(Tmasa)
TmAs

0.51

Asa

Legg merke til at alle disse s-bglgene er forskjellige fra null i origo; for [ =0 har vi ingen
sentrifugalbarriere, som framtvinger et nullpunkt i origo.

Tilstander med dreieimpuls

For [ >1 er det ikke fullt sa enkelt. Bade R,;(r) og un(r) = rRy,(r) blir na mer komplis-
erte, pga det effektive potensialet (sentrifugalleddet). (Se figuren side 21 i Tillegg 5.) For
en gitt [ bestemmes lgsningssettet R,,;(r) av Bessel-funksjonen j;(kr), som skal vaere lik null
for 7 =a. Dette krever at ka er lik et av nullpunktene for j;, som vi kan kalle II¥) (analogt
med nullpunktsverdiene 7n som vi har for Ry(r) = jo(r) = sin(kr)/r):

R(a) = Aji(ka) =0 =— kWa=110.

n
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Energiene og bglgefunksjonene for dreieimpulsen [ er altsa

hki(l) 2 hH(l) 2
En,l = ( 2;;7/) == (27’)”;1,2) og I/Jnlm(ra 97 ¢) - Rn,l<7ﬂ)Y2m(e7 ¢) ) m = 07 :t17 :t27 o
(T9.5)

der Rn’[<7’) = Anljl(Hg)T/a)7 n = 1727'”7-

Tabellen gir noen av nullpunktene II{)' (hentet fra side 467 i Abramowitz og Stegun).! Merk
at radialkvantetallet er n, =n — 1.

Jo J1 J2 J3
n,=0 I¥=7 1M =4403¢ 1P =57635 0¥ =6.9879
n,=1 NIV =x.2 I’ =77253 1Y =90950 II{¥ =10.4171
n,=2 MY =7-3 O =109041 T =12.3229 TI{¥ = 13.6980

(T9.6)

En liten oppgave: Vis at nullpunktene I1(V til j;(z) er bestemt av betingelsen
tan II(V = TI(M | og kontroller at nullpunktene i tabellen oppfyller denne betingelsen.

R o< 4,(Tes)

0.6

0.4
v =7

=2
0.21

-3

0 02 o.w
H/a

Figuren viser radialfunksjonene R,;(r) o< j;(IIVr/a) for =1 og n=1,2,3, som
svarer til radialkvantetallene n, =0,1,2. Disse radialfunksjonene gar alle som ~ r for
sma r. For stgrre dreieimpulser (1) sgrger sentrifugalleddet for en sterkere undertrykking av
radialfunksjonen neer origo; som vi har sett ovenfor gar den som ~ 7! for sma r.

Enda en liten oppgave: Bruk tabellen ovenfor til a finne kvantetallene for
1. eksiterte niva, 2. eksiterte niva (osv et stykke). Angi degenerasjonsgraden
for hvert av disse nivaene. Anta at vi “smetter inn” et visst antall av ikke-
vekselvirkende fermioner med spinn % i denne boksen. Hvor mange blir det plass
til pa hvert energiniva?

9.2 Sylindersymmetriske potensialer ***2

9.2.a “Todimensjonale” systemer

(Se avsnitt 5.3 i Hemmer)

!Disse nullpunktene, og mye annen informasjon bade om Bessel-funksjoner og andre viktige spesielle
funksjoner, kan du finne bl.a i et standard oppslagsverk av M. Abramowitz og [.A. Stegun; Handbook of
Mathematical Functions.

2Ikke pensum i FY2045/TFY4250.
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2 =
(@) (£ (c) (d)

Figuren viser en rekke “boks-potensialer” som alle har z-aksen som symmetriakse. 1 (a)
er den “endimensjonale” boksen side 4 i Tillegg 8 bgyd sammen til en sirkuleer ring. I
(b) er denne ringen utvidet til en “todimensjonal” sirkuleer skive. I (c) er dimensjonen i
z-retningen gkt og ikke lenger liten. I (d) er diameteren til sylinderen gjort liten, slik at
vi har en tradformet boks (“kvantetrad”). I alle disse tilfellene er bevegelsen i z-retningen
pa en mate triviell: Den er som for en endimensjonal boks. I (a) og (b) eksiteres dessuten
frihetsgraden i z-retningen fgrst ved hgyere energier.

Baneplan-koordinater for todimensjonale systemer

Om vi ser bort fra bevegelsen i z-retningen har vi da et todimensjonalt system med rotasjons-
symmetri mhp z-aksen. For slike todimensjonale, rotasjonssymmetriske systemer — enten
det na er bokser, mer realistiske brgnner, eller mer kompliserte potensialer — er det praktisk
a bruke polar-koordinater i planet (baneplan-koordinater), som beskrevet i avsnitt 5.3 hos
Hemmer:

A
g |

T = TCOoSQ, N T

y = rsing, tang = y/z,
gigi s %7Q7-¢ @7_sin¢ %7COS¢
or r oo (9y_r—sm’ or  r oy  r

Vha kjerneregelen har vi
9 _00o 00 _ .0 sing 0
or  oror  osor < %ar T 1 8¢
og
0 0 Jr 0 0¢ ) 0 cos¢p O
— =— — 4 — — =sin¢g — + —.
dy Or dy 0¢ Oy or r  O¢

Vha disse relasjonene er det lett a vise at

;_ho9 9. ho

=709y Var) =i og
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(som i kulekoordinater). Med litt mer regning vil du ogsa finne at Laplace-operatoren i
baneplan-koordinater er 3

v2 — g 2+ 2 2_872+12_|_i872
 \ox dy) — orr  ror 1?2 0¢?
#? 109 L2
= et e (T97)

Kommuterende operatorer og simultane egenfunksjoner

I dette underkapitlet kaller vi partikkelmassen for u, da vi ellers kan komme i skade for a
blande den sammen med det magnetiske kvantetallet m. Hamilton-operatoren tar dermed
formen

—~ Ro? 10 L2
H=——V4+V(r)=— |25 +- % =+ V(r). T9.8

24 +Vir) 241 <8r2 + r 8r> * 212 +Vir) ( )
Her kan vi identifisere det forste leddet pa hgyresiden som radialdelen (f(\r) av kinetisk-energi-
operatoren K for den todimensjonale bevegelsen. Ledd nr to, operatoren K = L?/(2ur?),
er apenbart rotasjonsdelen. Med et rotasjonssymmetrisk potensial V' (r) er det lett a se at

E kommuterer med L.. * Dette betyr at vi kan finne simultane egenfunksjoner v (r, ¢) til
HogL,: 5

Hy = Ev,

Ly = mhi.

Her angir det dimensjonslgse kvantetallet m egenverdien til L.. (Dette er grunnen til at vi
har kalt massen for u.)
Egenverdiligningen for L,

For fastholdt r tar egenverdiligningen for L, formen

@ = 1imdo.

(8

Integrasjon over ¢ gir da Inv = In R(r) + im¢, der integrasjonskonstanten R(r) er uavhengig
av ¢, men en vilkarlig funksjon av r, slik at

U(r,¢) = R(r)e™.

3Ved & addere 0%/02? fas Laplace-operatoren i sylinderkoordinater; se Rottmann.

4] det tredimensjonale tilfellet, med V = V(r,z), dvs rotasjonssymmetri mhp z-aksen, kommuterer H

med ZZ, men ikke med de gvrige komponentene av L, og heller ikke med L2.
5Det at L. kommuterer med H betyr ifglge ligning (4.19) i Hemmer ogsa at

d, o _i

(L) =5 (IHL]) =0,

dvs ( L, ) er tidsuavhengig for en vilkarlig tilstand i potensialet V'(r). Vi sier da at L, er en bevegelseskon-
stant i kvantemekanisk forstand. Se avsnitt 4.3 hos Hemmer.
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Her kan ikke kvantetallet m veere helt vilkarlig. For at ¢ skal bli kontinuerlig, ma vi nemlig
ha
P(r,0) =Y((r,2r) = ™M =1 = m=0,%1,42,.--. (T9.9)

Merk at kontinuitetskravet ovenfor er det samme som ble brukt i (T8.8) i Tillegg 10. Merk
ogsa at denne kvantiseringen av dreieimpulsen L, enkelt sagt er en folge av at bglgefunksjonen
ma “bite seg selv i halen” for ¢ =0, som svarer til ¢ = 27. Kvantiseringen er altsa en
konsekvens av at vinkelrommet er “kompakt”.

Radialligningen

Radialfunksjonen R(r) bestemmes na ved innsetting i energiegenverdiligningen. Siden

L*) = R(r)L%e™? = h*m2R(r)e™?, (T9.10)

finner vi at R(r) ma oppfylle radialligningen

B2 1d h?m?
o <d7’2 +- dr) R(r) + [V(r) + QWQ] R(r) = ER(r). (T9.11)

Her legger vi merke til at potensialet V' (r) opptrer sammen med leddet

h*m? L?
2ur? - 2ur?’

Dette er et sentrifugalledd som svarer til sentrifugalkraften knyttet til dreieimpulsen L.
Sammen med det egentlige potensialet utgjgr altsa sentrifugalleddet et slags effektivt poten-
sial

h*m?

2ur?’
Dette betyr pa en mate at vi har én radialligning for hver verdi av |m|, med et sett av
radialfunksjoner R(™(r) som vi kan karakterisere ved |m| og antall nullpunkter n, (det
sakalte radial-kvantetallet), om vi gnsker. De tilhgrende energiene avhenger som vi ser
ikke av fortegnet til kvantetallet m, siden det er m? som inngar i radialligningen. For
|m| > 1 har vi altsa degenerasjonsgrad 2.

Siden krumningen gker med antall nullpunkter, vil energiene F generelt gke med radial-
kvantetallet n,. for fastholdt |m|. De vil ogsa gke med |m| for fastholdt n,, fordi det positive
(og frastgtende) sentrifugalleddet gker med okende |m|. © Dette illustreres i eksemplet
nedenfor.

Vi) = vi(r) + Im| =0,1,2,---. (T9.12)

6Disse konklusjonene holder selv om vi ikke har skrevet radialligningen ovenfor pa sikalt endimensjonal
form. Det siste er lett a gjore. Ved innfering av  R(r) = v(r)/4/r finner en istedenfor radialligningen
(T9.11) en radialligning for funksjonen v(r) der leddet r—'d/dr.. er borte, mens leddet h*m?/(2ur?) er
erstattet med K2 (m? — 1/4)/(2ur?).
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9.2.b Sirkulsert todimensjonalt bokspotensial

Her antar vi at partikkelen er tvunget til a bevege seg pa en sirkelflate med radius a. Dette
svarer til et todimensjonalt sirkulsert boks-potensial

0 for 0<r<a,
oo for r>a.

Figuren viser det effektive potensialet i (T9.11) for |m|=0,1 og 2.

1201

o
100 ;
/
80 ;
/
607
40] /
/
207
/
0 08 1
Med
nk?
kan vi da skrive radialligningen pa formen
d’R dR
(kr)? a0 kr TON [(kr)2=m?|R=0, | (0<r<a), (T9.13)

med randkravet at R(a) =0, siden bglgefunksjonen skal vaere kontinuerlig og lik null for
r > a. Det er denne radialligningen og randkravet som bestemmer de mulige verdiene for k
og dermed energiegenverdiene, for hver verdi av |m|. Fra diagrammet ovenfor og diskusjonen
i avsnitt a ma vi vente a finne grunntilstanden for m = 0. Dessuten venter vi a finne et
sett med lgsninger for hver verdi av |m)|.

Denne differensialligningen er en standard-ligning i anvendt matematikk, og er kjent som
Bessel-ligningen. Lgsningene, de sakalte sylinderfunksjonene, har et stort bruksomrade i
fysikk og teknologi.

For hver m (> 0) har ligningen to uavhengige lgsninger. Disse kan velges slik at den
ene, Bessel-funksjonen J,,(kr), er reguler (endelig) i origo, slik vi ma kreve av en ra-
dialfunksjon. Den andre, Neumann-funksjonen N,,(kr), er irrequler i origo (gar mot
uendelig nar r — 0) og kan derfor ikke brukes i et omrade som inkluderer origo, slik vi har
her.
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1+ Jo(2) n—m n—(/)
' 2
J, (=)
0.5 J;,(E)
° W
~0.5 1
/\ /N
1 MF z \/ \

Figuren viser Jy(z) (relevant for m = 0), Ji(2) (relevant for m = +1) og Js(z) (relevant
for m = +8). Under disse kurvene har vi til sammenligning tatt med sin z. Legg merke
til at nullpunktene for .Jy, som vi har kalt II”), kommer “litt fgr” nullpunktene for sinusen,
som svarer til z=mn. (Derfor betegnelsen H m) for nullpunktene til Bessel-funksjonen
Jm(2).) Legg ogsa merke til at nullpunktene M for Ji(2) (m = 1) ligger til hgyre for de

tilsvarende nullpunktene for = 0. Dette er en generell tendens. Jg(z), f.eks, har det
forste nullpunktet for z < 12. Tabellen gir noen av disse nullpunktene: *
J() Jl JQ J3

i =24048 1Y =38317 1P =5.1356 I = 6.3802
¥ =55201 I8V =7.0156 1P =8.4172 1Y = 9.7610
" =8.6537 II§Y =10.1735 I = 11.6198 H(?’) 13.0152

(T9.14)

For en ordinger boks i én dimensjon husker du sikkert at grunntilstanden svarer tilden
delen av lgsningen sin kr som ligger mellom origo og det fgsrte nullpunktet. I analogi med
dette og med framgangsmaten i avsnitt 9.1 ma vi for den sirkulsere boksen kreve at ra-
dialfunksjonen R™(r) = J,,(kr) har et nullpunkt for 7 =a. Tar vi m =0 som et
eksempel, gir dette at

(02 1002
hky”)* (A1)

TR (T9.15)

kOq =11 og EO) = (
Den laveste av disse energiene svarer til den aller laveste nullpunktsverdien i tabellen,
1 = 2.4048 (for n = 1). Den tilhgrende radialfunksjonen er den delen av Bessel-funksjonen

Jo som ligger mellom 0 og H%O):
RO(r) = Jo(k"r) = Jo(11"r/a).

Denne er vist i diagrammet nedenfor, hvor vi ogsa har tatt med lgsningene for n =2 og
n =3, med hhvis ett og to nullpunkter i intervallet 0 < r < a. Energiene til disse til-
standene finner vi ved & sette inn i (T9.15) verdiene for II{") fra tabellen ovenfor. Som
tabellen viser, vokser selvsagt energiene med antall nullpunkter, fordi flere nullpunkter i
radialfunksjonen betyr mer krumning.

"Disse nullpunktene, og mye annen informasjon bade om Bessel-funksjoner og andre viktige spesielle
funksjoner, kan du finne bl.a i et standard oppslagsverk av M. Abramowitz og I.A. Stegun; Handbook of
Mathematical Functions.
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Ry @)= 3,(T % /a)

0.5+ © o)
e @):J;(ﬂ.; #/2)
0 ' j 4 '
0.2 0.4 0.6 A /Q 0.8 1

Rw)= 3, (% /)

3

Disse radialfunksjonene er alle bestemt av Bessel-funksjonen Jy: Analogt med at de ordineere
boks-lgsningene alle er bestemt av sinusfunksjonen, sin(k,x) = sin(rnz/a), har vi at

R (r) = Jo(kP'r) = Jo(IPr/a). (T9.16)

For m >1 blir det helt tilsvarende: Energiene og de tilhgrende radialfunksjonene finnes
fra betingelsen k(™a =TI, som gir
(hk™)?  (RITE™)?

E™ = TR og  RUM(r)=J,(I"r/a). (T9.17)

Figuren nedenfor viser radialfunksjonene R((r) for |m| =1 og n=1,2 og 3.

(r)
@) Ry

0.5

Disse radialfunksjonene for |m|=1 gar alle mot null som r for sma r (i motsetning til
radialfunksjonene for m =0, som har et maksimum for » = 0). Dette skyldes sentrifugal-
leddet for |m| = 1. Figuren viser ogsa radialfunksjonen RY (r) = Jg(Hgs)r/a) for |m|=S8.
Her er sentrifugalleddet sa kraftig frastgtende at radialfunksjonen undertrykkes sterkt for
sma r. (Den gar som r® neer origo.)

Bortsett fra normeringskonstanter er de komplette bglgefunksjonene og energiene gitt
ved

: : RIT(mDY)2
wém) _ ezm¢ Rgm\)(r) — ezm¢ J|m|<Hng7"/a) og E7(lm) _ (2712>’ (T918)
pna
der m =+|m| og n=1,2,---. Sannsynlighetstetthetene er som vi ser rotasjons-symmetriske,

dvs de er gitt ved kvadratene av radialfunksjonene.
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Fra figurene ovenfor ser vi at antall nullpunkter (i radialfunksjonene) for 0 < r < a er
n — 1. Dette antallet kalles som nevnt ofte for radial-kvantetallet, og er altsa her

n,=n—1.

For n,>1 (n >2) kan vi si at vi har “eksitasjon av den radielle frihetsgraden”. Dette er
analogt med at |m| > 1 svarer til “eksitasjon av rotasjons-frihetsgraden”.

Grunntilstanden svarer selvsagt (som vi har sett) til at ingen av disse frihetsgradene er
eksitert, dvstil m =0 og n =1. Bglgefunksjonen wEO’ = R§°) (r) er da vinkeluavhengig
(null dreieimpuls L,), og radialfunksjonen har ingen nullpunkter for 0 < r < a, dvs mini-
mal krumning i radialretningen. Dette bekreftes av energiformelen ovenfor og tabellen, som
viser at den laveste “nullpunktsverdien” er H§°) = 2.4048.

Spgrsmalet er na om 1. eksiterte niva svarer til en eksitasjon av radial- eller rotasjons-
bevegelsen? Svaret finner vi i tabellen. Denne viser at det nest laveste energinivaet er
BV = (hHgl))Q/(QucL?), med II{" =3.8317. De to tilstandene pa dette nivaet har radi-
alkvantetall n, =n—1=0 og dreieimpuls-kvantetall m = +1 (dvs L, = £h). Sa her
er det rotasjonsbevegelsen som er eksitert, og som gir vinkelavhengige bglgefunksjoner, pro-
porsjonale med e,

Tabellen viser videre at 2. eksiterte nivaer E\* = (RI11?)2/(2ua?), med T = 5.1356.
Her har altsa de to tilstandene L, = +2h, og energigkningen henger sammen med at vi
har fatt en raskere vinkelvariasjon, gjennom faktorene e*?.

Den radielle eksitasjonen kommer fgrst inn i bildet for 3. eksiterte niva, som er Eéo) =
(hHéO))2/(2/,La2), med Hgo) = 5.5201. Her er vi tilbake til en rotasjonsfri tilstand d}éo) = Réo)
med m=0 og n,=n-—1=1. Den radielle eksitasjonen kommer til uttrykk ved at
R (r) har et nullpunkt for 7= 0.44a (se figuren). Dette gir raskere krumning og altsa
hgyere energi enn for tilstandene pa 1. og 2. eksiterte niva. Legg ellers merke til at nullpunk-
tet (noden) til radialfunksjonen svarer til en sirkuleer “node-linje” for bglgefunksjonen ¢ (r, ¢).

Noe av moralen i denne diskusjonen er at rekkefglgen av energinivaene bestemmes av
“nullpunkts-verdiene” TI(™ for Bessel-funksjonen; jf tabellen. Dersom vi tenker oss at denne
todimensjonale boksen “fylles” med et antall identiske ikke-vekselvirkende fermioner, sa
bestemmer tabellen fyllingsrekkefglgen, med to fermioner pr romlig tilstand ¥(™(r, ¢).
Dette er analogt med fyllingsrekkefglgen ved oppbygningen av atomer. Partikkeltettheten
for en slik fler-fermion-tilstand vil bli rotasjons-symmetrisk, siden den er en overlagring av
sannsynlighetstetthetene

—~

e (r, )2 = [RI ()]

Figuren viser et sveipe-tunnelerings-bilde tatt av en overflate av kopper. Pa denne over-
flata er det laget en”kvante-innhengning” (“quantum corral”) vha 48 jern-atomer. Dette
bildet forteller veldig tydelig at “kotekartet” over elektrontettheten pa overflata inne i innheng-
ningen er rotasjons-symmetrisk.
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Figuren nedenfor viser et forsgk pa a etterligne den observerte elektrontettheten vha til-
stander for en sylindrisk boks.
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Det er komplikasjoner ved en slik sammenligning: Overflate-elektronene i kopper utgjor ikke
et rent todimensjonalt system. Jern-atomene gir ingen boks, men snarere en brgnn (eller en
innhengning avgrenset av en endelig barriere), osv. Pa tross av slike innvendinger er det vel
likevel klart at sveipebildet gir en tydelig demonstrasjon av fysikken i diskusjonen ovenfor.



