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represen‘\:erer hele sSs'temo:\:s ko-\{-:.swas\jon ved et bestent
‘ELASpunb.‘t.
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Ante 'F,rSt én {r&k.‘tS&rc.cl 3= Q_(‘t)

4 "K/-S} ______ ’ De fors‘/.dc(.li.sc kwrvene
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2-2: Varigsjonsreqning_

Anta Rurve Y =3(x) mellom 31=3()<b o9 3z=3()(7), °q

L ' = i;i‘ . (Boke bruker y ; w reserverec § for 4y Jat )
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o R 7
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Som-Fﬁr kan w bﬁhmg%fik&s‘:&ua 83_3?-83
= 81=§ [fr_ft?g +%§ﬁ53]d*
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Siuden 83 er U\u&rl‘.ﬁ {-Zr w !
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(a, o) Kurve wmellom to fiksete punkter
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X

Areal. av S":rife ds : 2wxds —wa'\jclx"-l-ds
‘ -21rx'\j‘|+5'2‘ dx
= A= §"L'nx~l1+3!" dx

%‘ &(3: 3':*\ ax wmed {(3,3',)() = x“‘ ‘*3‘1

=> _d_ __x.d.._-)= E leS
Ay dx (W 0 u'g“""‘ﬂ)
L.gSM»\S
|
f—i—; = a = konst. x‘g‘t » "(1*'5"') 3
+3l
y&-d) =0 -:% = x:'__&

= X
O —o.o.rc.os\n-; +b

(k=0 osht >y=a 12N 4t < at +b = o ormchd +b)

- y-b Betingeliene ybu)=yi og yba) =y,
X o. cosh {.asﬂ%ef nt. konS‘Ean":eMe o oq b.



Eks: Brachisto c_kroﬁe;,.ProbLemi_t_

S

’ X Funn den kurven wmellom *to
pu.\n.k‘l:ev- 1 og 2 som er stk

\ l% at ‘\:»Lbake(aﬂ": 'l:u{ for en
J ” Pa.v-":J‘keL blir wminimel .
k|

(Anta walk u‘l'ﬂmssha.s'bﬂke't)

Alts2 : 'tw, =S v skal vRre e.‘t minimum ,

Ev\evs‘owel.se zmr -Mgg =2 vs= JQS‘:S
= tn_ \g dx=\r—|3§(3,3,bdx wed f(‘jlﬂ:*\ & )

3"3
Bf _ _ Mey? o | 8
() 2.53/’- Y . \“ﬁ-.j‘
= V+gt y 0

-9y
\l"'\l_?-" 73\]'? ‘l_'(l-'- 2)3/2

To wed 4 lLdd °q sett 3-%' (4 *‘3"')-'/" u.‘teafor'-
i £ (.
ﬁ{ A T 7} -0

e b R
> Lo §'Qrg® - _

2y l+y® =0

0 ‘

25t T =0 |-y



5 gy _
ﬁ’p_s *"T;;?r—O

= () +E[m@ey™) =0
= ih[g(iﬁ-ﬁ"‘)‘_\y = 0
= {W\-_g(i *3‘2')3 = kowstant

= Y (A+ 3"') = konst. = 2k
’\)o.ro.me‘\:er ‘ff&ms“:i. u;.,-\s
X = h(e-su\e) y = k(1—<°se)
%\1 - R sc.\je AQ_ = sin O
X k(1-030)d6 |-cos B
> A+y? = (A-cosB) + 30t © _ | -2esB+osBrsi® 2
(|l -cesO) - Q-ces®) ~ \-¢tosO

= y(ry = k (1-c0s8)* 7_%3—6 = 2k
2 wiser b paremeter framibillingen stesmer |

Hus Q&r‘t&kkel.ew beaamer L orijo mtcl m(.l u'(‘jnss\r\asttjkct=

8=0 =
e.. 2w . — 5
/\\ ‘
4 \\ /I
Py (xz,ng“-"’
3 \
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2-4: Hamitons pri.nSLPp_-for teke - holonome

systewer
Ha.r “'.‘AL ne. fom'tSo.‘& holonome fﬁn‘naer: f(;':)"--,;‘;,t) =0

Kwe do., meJ J \\o‘.onome -F;Svia\jer Lm-fp!re n =3N- J 3ener¢bsev’&£
koordi-vxa{er k som alle er wke%e HMLL‘\:OV\.S

‘;MSLPP,
€1 - SSLG. ‘g, )4 = 0,
ldet fram &L
=
x 2 4 "L _
dt E\(Qgh at ra_o,)gak o, @

Som w\eJ W\\ehaiﬁe gq'h Sw os$ Ldﬁrmjes L’.sni.usee -
2L L
- ;gg IR 0 R=1,2,~,n

For ikke -holonome sss'te.ner er ddie alle &"'h uw\\e;ﬁiae.

He- me'l:seﬁ‘,er wL 0.": A’-l(l(e-ko‘.owome ‘Fﬂﬂ)\dCr Ren skv\'.ves=

® :% o, dg, + apdt =0 L=4,2, m
Koef{isientene @y, o9 o, ken gemerelt ashenge ar g oy t.
Kon na ke konstruere vuciede baner med forskyominger som
oppfaller farimsbetingelsene ®  (bevises ke her !).

Kon derimst  Ronstruece varied bene fre vickeliq bane  ed
sirtuelle  forshymninger Sq, , som da mi oppfyle

< _ Husk: §t ke inmolrert; wirtuelle
kzg} O-pre gqh =0 forskyen. ved -Fa.s't)‘t -\



¢ “ 4%
Breker ne ( L&jruaes metode wmed wbegtemte VoeFF«-swvd:cr).

Ho.r w \231\. Sown h\rer- Jc..jes \“gd en koeﬁ::.s(,gnt 19‘ s

Y\

7\.‘_ %\ 0w 8-‘}5. =0 S 1,_’ l‘_(ﬁ-;‘ﬂ Stnere.l'.t
2 m N
= S‘c\*— EF‘XL“L\‘S% =0 ®

Antar wdere ot Hamilkons prinsipp o9st gielder for e -
\l\o\pvs.ow\e S&S‘\:emer. Kou da \\o\n&u\eﬂ. @ over wed @ s.2Y:
L L
S&’C M - & g * 2 Myt ) 3 = 0

Her er ddke alle g, warh. =5 ke e sette ()= 0 for clle k

> +— —t >
I 2 coeeee =M A=wel oeoee n h
s v 2 e - o -
waarh . deke woarh. bundet av E—n oy gq-k =0

Men w hor '4\.,_ +l wir Ji.syosi.s\')ow \ Vd.aee dem skk ot

A _ 4 2L
qﬂ-k d qik ¥ Z’A.LQLk O ') k=“,—mg.1)......’“.

Stér de &3‘)@\. wed
2 N=mw ™A
_4 "L
{at E__:\ Qﬁ-k T at oy, LZ-‘\ ')\.‘_Ou) 8q, =0
Her er alle Sq_k varh, = ke selle ("~)= 0 'Fcr k=4,2,~ n-m
Dermed: -
CRG T Mt =0 5 kA2

Har nd wem ‘*l{\e'\'t?- v 3% 9 Al . Her egsd nvm
"“3“‘) Ao L‘j"‘-'nt‘i:y\ o4 W 'Fﬂrirﬁ.'.\iﬂ%er (@ s. 2‘!) g
z I q-k 0 =0 5 L=12,wm



Eks: 'Rmﬂ som ruller P et skriplﬁ.v\.

ﬁ Te qen. koord: %, 6
4 = -Fzri.nss\ae.'ltt vdb = dx (Nu-ebet)

Anto ot ringen lGigger o pE toppen ued x=0.

T=1iIMx" +EM 8

V=Mg(h-x) sing (L= planets langde)
= L=T-V = 2Mi* +TME 8" - Mg(h-x) sing

én. fﬁrbssstnt. P én “{ﬁnhﬁs‘;.ﬁ.\u; :

z L)
g:\a'kqm*'o‘t = o‘x;‘*aee’*'o‘t:O @
Scw\mev&'ﬂn&nﬁ MQA rd6=c\x, alks& ;(-Pé =O) 39"
=1, ag=-r, 0,20

L 2L
e Lcsruﬂes b'&"“ 2_1‘“ “f{(jzk * ')\.a.k - O) {lz,- ot

QL _ . 2L _ .

ﬁ-Ms‘m?)ff’b"‘ = Mk, Bl =5 }Q=x

|

= Mgsinp ~Mx +2 =0 @

L _ d 2L _ . _

QB-O)dt%a‘—MrtG) 'A.O.b——rl%ﬁ=e
2

=>"'Mr‘é-3. =0 @

Hor 3 \JI:‘)&\":E) X,e 6q 7\.) og S ‘5-3%01-) @,@ 0q @



2%,

Ta c%E Pg. bcjse sder ar rBO=yx =V“.é".;<, som

mnsdk. L @ gir MR = -A, som ek L @ g
% '-'-La_ssbnq) , X=-Jz‘.M3 Sing

S8 - £ = -2_3; Sin @

e Ned -Fri.\‘s\"ovssl.,rs ﬂu"‘"“j ned skrlplanct er selu-s«s‘t o.b.seleﬂ.ﬂom
X Uk gsing, & X er aks? hepoten si stor ved
Fu-m.mﬁ sown ued suvwas (V B -rtro.us. * "ht-)

"Dax=§f=v3;=‘?3;¢“? s
L
K\rc\\r = T gsing de
o o

= v, = ‘Js’. Sin @ ved buanen aw P‘a\et

* KO.!\ skr'u.re -A = Mré ) ©9 UL wnser «'t -l‘stsi.ncf
er {ﬁﬁ»ﬁskraffen som &szr d‘_ n'nseh. besamer H "O'tefe

For't.s'\tt Pa A er her Mfl;j 3 « boka er \fdﬂt O.°=Y‘
09 o, = -4 , Sow au' A= "‘i_MS Si.n?. Men 'fssd‘he“ blie

sebrsc:;t den semme !

Merk ot W her her brukt wmetoden PZ et eJLSen‘;eL wed
M {:""‘“33"3 ken vere \wemH:shessoﬂ ﬁsz de '
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2-5: Fordeler wed \ro.ri.c.s‘:\ows?ru\.stpf

° ’Pri.nsi.we‘t éer mes‘\: “3'&"'3 nar wman kan -Flme én Lcam.-\ae.-
‘fUMLS\'\ow L l-dtra\d: wed M.\r\nersiﬂe. \Aoov-&iad:er) olks?
for holonowme sss'l:e.mer

* Metoden Unrolrecer lun T oq V, som er 'ngi.ske
s‘\:arve\.ser \Lw‘v\ensiﬂ o koor&i.wc.{:u-c.ld . HEL! 'Fumu.\.eruseu
er dermed outowmetisle ineariant m\\f. \rda or koordingter.

* Fra -Fmr hedde v ot L er ubestemt m‘r\P. 4.:!&.5\) on
o dF/dt der F= F(q_,t). Med Hamilkons
Prinsipp  Som basis e~ dette i.w\lﬁse.w:\e. :

sg‘ &F ¢ = SF@®)-SF®) = 0
HL de‘t Jke er noen \ra.ri.c.son ~ e.NJerH:ene.

. \;::“_ anrende wetoden i gt groner o fysikken .
St _ 1 .2 1 . o 9
L>% ? Lig, *2 ﬁﬁMjk %% '?‘f&: *}LE&(")"Q
.2
63: =+ JZ‘RJ Q...\ (t\ustrujonsfmku'm)
Lnav-b.sgs Uﬂm&mﬁgr Bl
N EMh R Y R
Ko beskeire : i) sss‘\:e.m or elektrske keetser koblet wia
qiensidige induktanser My (g & elekbask lulnw@

2) SgSteM o~ WNeSSér 03 'FJQrer sowm. Be\rtser ses A Ui.Skﬁst
edium (q_ s 'posu:\oner3.



2.

2-b: ?)eu-arel.sesse‘tni.naer oq ﬁmme“:ri.ﬂe.n.s\zaver
Med w -Fn'.he'tSJﬂ-.Jer' wll BmaolusLan vare mn Juffl'du som
er o Q.oeden L tide. LRSSBL\».J uwneb are~ iwkan{\oner P h&s\

= Wk 2w inte gresjonsbonst.  som lan besbemmes fre inibidl -
'Odknae.LSese. ’ JJJ‘, s‘Ecr'twerJa« 'fﬂ 3-1 o Q,.‘ ?-n.

O-F‘bz u_@.g M\:e.resser't L -F.lls'bcnc‘-j lﬂfm&uj 3 ('l:) ,J=1 N,
Vn.\('bacu 2 kunne beskrive sﬂsteme“:s beu-esc.l.se Seneceui

(beu'eso.\,Sens nes “) A fom aur MSLOU'Qr oq samne.":ri.-
eqenskeper.

Ante S:)S*‘.em o Pukt"“-‘s" - P°t°""“L v som luan er wh&j

o posi.ssov\ev\e .

2 .t L2 .
W, - %, %, G sz m e g v )=mx = p,,

Med 3m~.lz.sec-'\:e koovrd. q..-' defénerer w den SCnCr&‘i.Scrte,

evt. w) evt. Ee_v“\:a& LNPU.L‘QF\ som

= L
LT Y

HV\—S ?o'\:e.\swlil', e \M.s{:-jkd‘_s mL\Q. Jus ’ U\l b.&n.ow..i L \MP»LS
T@re -(:urs(%clhs f*c wmekenish Umpols
Eks: 'Pc.r'b'.\t\.er v eLe‘A'E!'Omaanc.'b.SL 'Ftu'.

L=3$3m r - 29, ¢ + LAY (se s42)

- oL _ . .
= Pin T W, mXo o+ A FE omox,
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Hu' én gakhsk (“ i.snorerbu-») \LoorJLMt % dersom L
ikke inneholder Q-i.- Derwed er GL/GQ-L =0, 2y L'ﬂ““ﬂ“

an. bl d oL .
La at 2. fE?:.':?:."‘O

Alksi: P, = konstart wir g, e syklisk

3 Kamowisk mPuLS tilherende {3\(‘»\( koordinel er bem't

Bks: E.m. felb wed & oq X Mu-\\ensis o K.

Do er L ossz. Mo.r\. o X = ¥ e~ SS\QL.S(( l&.oofACv\at

= P, =%-lf = wk +3A, = lkont,

wens melanisk C.M(ml.s wmx ikke er bewert.

Skhal wa. se warmere 93. bew.rimaslo\rer L fm-k. wed
b-c.ns\n.g\‘)on. % m‘tas\'\on) Sunt bo.v-dru\a owr c.nersi. .
Trus\n.s'sg_v;_

Ser \;2. en 9en. koord. q'.'\ som er sk ot clq_s bd:ar 'b'«stosjon
owr hele SSStehe't A en v'e.'tm.nj s

"
p.‘,»
b
"
=1
N
1—,
1
™
~7




3.

Anto. konservativt SgS‘l'-e\m, V= V(Q.)
4 9T @t _ Q (&el.clee celt for

Logrange & Z& 2% ey = G holonomt system; se .9
Hasbineter | oq decmed T, uPawke‘t ar & Fhitte origo -7’“ =0
> =0 = ZF. % SZER =R

ma.o Q) = komponecten ar totel keft T langs
Do T=1ImT {1 p=2L = Tm? T

Fro. 5. 9 a?;/ai. = ’3?:/99_

ﬁ’?aimr ﬁ-:aZW\u- =“._‘{;

)

m.0.00 P, er \LomPomn":en or totel linear us\wls:s la..\as-v:
Alkso. : ‘i).i = Q..) er be\reael.s«kjn. fur totd. linea- i.n(wls

“Mmq,ersskh.sk ml% @%{ j‘O >=f3-o

Dvs: ’Be\ro.ru\ss‘.ow {or l:.near unPuLS ) Sow {um\g‘\: -Fﬁ’r,

?Ota.ﬂow.

Ser Pé en gen. keord. q, som er s\;.lc ot dq_ be.%r m’(‘ﬁﬂo
ar hela sastamd: ov-\kmﬁ en okse n

Mecl SGimme o.rsmen‘\:ec- sSom over 'Flr wL tﬂjex\



Alksa. : -

Qj er \ﬁom‘)om"lew o Jmmmfe‘t N st -v:

& ¢€r Wﬁa‘keh oar dw&m‘m\,&m -\: lu.ss "

e ik er g = -W/og =@ = RN =0, o

-

R‘ =-V:'L er be.m‘t

Huls .

4

Generelk: -
Huls sssieme*: er inrariant oueffor ‘Ercnskijon, ec P konstol.

\ v-o‘t«.s\iow ) €r T: ‘ﬂowS":a.h't
M\&v\mﬂ m‘to.sov\sa.\&SeV\.

( KAJ.ESSMMQ'EV{SL SJS{'CM =)-|.: =l(onst.) |



Bevacelse aur energl

Ah:ta ot w her L=L(Q.:.,¢.;‘;_,":) oq V’V(Q-,,\ 5er‘>2c3".lg-'.

Ene«:L-Fm\x.gjonm: H(q_,é,’c\ = ? %-.% -L

. d L
- S =-%

Ada L=L0g:,4), des 3 =0

Dervad: a‘f({:%%'; 'L)= 0

For homegen funksjon. ar wite grd gjelder Eulers teorem:

T ?375; =nt

T er homagen o 2.9ed + T 4G = Thmg = 2T
(‘Da syst. ec konsernctist ) e p, =2—; = %}—

= H=AT-L =27T-(T-V) = T+V = ‘to‘taLenevai.
AEsE : s 2L /2t =0  er den totale eneyien bevut
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KAP. 8: HAMILTONS LIGNINGER |

. Laﬂrmaes ‘LJW‘.V\&C( er ekviralente wed Hamilbons ("‘3“"‘3"3
Aerfor u\aen. " {350.\&‘( U\.U'o\u'ev-'t - kun en.v\ﬂ me.tcAe

Hamilbons wmetoder akke bedre enn Lcﬂranse-ﬁrmd£8men
wmed tanke pé direlcte Lﬂswuﬁ onr melcaui.thmbLuner

HML&O“S P"OSCA&"Q wmee \re.leﬂne't .Pa auc{re oerJer

s fysilken, fieks. innen kvantemekanckl og stat. mek.

’ An:\;ar n.:. hoLoV\.ome. SSS'\:ew\er 03 Movs.osem‘.ske
krefter, dus V=\/(q)) wt. U=U(q,§) stk ot

QL = —'6\)/345_ + aégfau/éi‘_ (J-fr e.m, fe(t)

3-1: Leaenclre":ru\sformas\"oner 03 ‘HML&MS Be.u" L’.sn.

Log r&naefomuleﬁ.v\aen :
@
Med w -Fn‘.hd;sarder : fﬁ ?5%: = %&. =0, i=42yn

Hor n 2.ordens diff. b‘.sninaer; -(:u,(ls'be.dﬂ lgsms krever An
tialbet., feks. vedier for 44, b ved entid Ey
evt. verdier -Fr %, % ved to +ide- t, og .
Sss"ceme'l:s tilstond spesifiseres ved et Pur\u: ¢ det
n-dimensionole Euilsu_g{)onswm\et wed aksec g .
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H Mdi;onfo"mul.erb\sen :
Li&wi&&&r or L. orJé—n . Frewmdeles 2n i.v\i.‘bld.u)e'tinsel.ser
= me ha 20 L.ordens bﬁwnaer °q 2w wkenacse varisble

Ssstavse“'.s '\:»Ls'\lmtl sPesL-FLSereS ved et Pw\.ltt L de.'t
Ln ‘Auv\ev\s\;\omlo. _-{:G.Se.rommg.t med &kSer q_‘-' q9 Y.,

der :
Pi. — (aL gﬁ ) q'; ) t\
24, ’

¢t =42, n

Shsrv-el.sene %, P kalles hanov\i.s}ze VAria ble .

Mtenatisle uwmelomrer overganqen fre \-‘;3'*'59-‘ +4
\-\amﬁbn{onudmj ot Wi endrer varisble L ukre ‘F*'*{P“":
o (g Bl Cq,pt), med p =3L/9g, .

Tl dette 'b‘%stf w Leae.mlrc.'b-a.ns -Forma.s.\’)anen I

Generelk om Lesenclre“:rus-f.:
Anta ot W hor en -rw.ltﬁon -F(X,ﬁ sble ot
df = wdx +v43 3 u.-‘-gf/sx ) u_="3f/93

Dwsker & forandre basis -Fv-a (x,j\ el (u,s) skk ot
Cli.{fel‘ensf.&lzr ‘u.m-&b.&e.s ved du o) ds -Befi.ncr

g™ ¢ -ux
= da =d.F -u,dx—xdu, = u.dx-nrds—udx -Xdu
=udy -xdu ; pt ensket form !



3b,

X &g v er ne fumhsdonerwmﬁgz
X=‘g3/9u. ) U’=03/33

Lese.wdre‘b‘us{ brukes mye A 'termoclsmmb‘«kem .

Eks: En‘to-lfi.ew H er fwn'ﬁ-s\ion. osr e.v\":ropi,en S oq
'Evakl(e‘l: P [i. boka brukes X i.s":eJe":-fw K1

? 9
BT, %y

= dH = TdS +Vdp

R=H (S) P\ '\3&‘3 ‘F‘r ,‘_se“";rgPLske °q Lsobariske prosesSer,
Dersom en omsker & beskrire isotemmiske °q isob ercshe
?rOSGSSGf’ -b"“ﬁ" en keﬂer en 'FM'/{‘OV\ o -'—‘3 P

Lescdn‘\:rw{.% GQ=H-Ts
= dQ =dH -TdS- 84T
=TdS -\-Vdp -TdS - SdT

« Na‘turk.s” Lejewdre‘\:rms{ormasjon "-‘or evxd,n‘.vﬁ ous
voriable -G»c. (q., ﬁ,,“:} +til (q_,v,‘t) :

H = pq-1L



3t

Hamtltonfmksjone.nﬁ H = H(q.,f,t) = P:.q.-:, - L(q')i)t)

Dbfferensi.erer ( med Swv\mekwe,nsjon H su-mmar over S\Sev\'ta'&'.e

indeliser ) : . %‘i’ dq, *+ %’% dp, + r%t‘i dt

Fra cle-[:o:n;sjomevi guerst f&r W
. . 2L ?L ., L
dH = g, d':,-_ +p.de; - 29, d9; - %, dg, -3t dt

Eterom P = §F , forsuinner de to ddine med d; . Videre
har Wi -Fra. Lcﬂrmbes Llav\. ot

. . L
dH = q;dp; - pd9. - B dt,
0q i ken skvive ned Hamikons kanoniske \.'\Gub\aer:

é. L= (a?i, y - ‘.Di = %i' (2n Lordens ksuusser)

3 -l;..U.g& har i
-9
Vanliq prosedure & Hamillon formelismen =
1. Konstruer L =1(q,4,%)
2. 'De-Fi.v\er kanoniske iJnPu-LSer P = (%%:;_
5 Kowstruer H=0.9: =L 3 her e H 'F'"\l“J”‘ o Q—>é-’f’ °3-):

1. Bengt ?L=%i tl 2 fime §; som -letsjm Y (q.,P,-E)
5. Eliminer deretker é,;, -fra- H ik & H= “(Q.; P,t)

’D&r&ef‘ kn.v» H behﬁ‘&zs 'Elz. VSQ de. kA.nov\LS‘te belr%elsesuan.



Eks1:

Partikkel i sentralt krc.f_‘l_:fg.(_t

Bruker L(\A,Le—l(oordom‘&r’, Q'L = (r, 9, tp). V=V(r)
F z Zsinedcp
' o rd®
: v
; v t+db)
T4
N
X
T=%m = zM(;‘t “"‘25‘“39"?1 *e éz) y L=T-V
Bruker p; = ?; il & diminere 3, fra H 2
Pr = a7

oL
"M\-, Pe = ;56"!1\7'9,?? QQ-MrSmecp

FPH=pq - T+V

— +w“-7'.e1 -\-Mr"s'u%eep "Iih\rz-‘zwﬂ‘e -IMV‘SU\BQ
+ V()
=T +V
Lo B0 L1 Pe L. 2 Pe
= . . 2
2
- T )
sl (e, B

-_— =

e B R - vo

Har vist ot H'—"\:o‘l:alenerji_ T+V, ajui.. her 3reid
a uﬁ:v&k\ee H <om Mgop ar de kanoniske
vorialle (4,p) = (58,0, f., Po, Pe)



Eks 2: Partikkel © eh.\z'\:romasne‘\is\z fe,&«.

Jkke konservativt S&S'\:m:, L=T-U, hyer U=q_¢-q‘z-:

Potensiclone oy _P: awkenaer o v oy t.

Husker fro tidligere ot F 3 -3t = 0 er cppfutt med
deme L.

L=T-U=%mvs -q_¢+q,A\r =L(x,’”)

AV\'-\:& \(M“:eSt.S‘ee koordm«i‘gr (Scm“: Sumelaomrensdon )
L_=’§:mx ¥, +qA %X, -gqd

= mia + g_A;_

=2 H=p % =L = (mx, +qA) %, - Twmx X, - A %; +99

u’tﬁu&er ’.(i, ved P. ¢ ;( —'“(Ps Q_A)
@“( b)Po,.t) = Q.M(Pt- %A\(‘Pt Q-A) +q<b
- m($-¢13 "‘Q.‘b
der mr\\enﬁ;a\m:\:u\ avr X os‘\: liﬁﬂa- L _A’ eq ¢
Hus ne (A ¢) er \‘W’\"e‘\ﬁ'ﬂe our "Z bl QL =0
05 C‘ﬁﬂnea _ % o

)



e v Yo,
KAP. 3: TOLEG EME PROBLEMET
SENTRALE KREFTER

3-1: 'Reduksﬁow +il et ekiivalent e'&oteﬂggne?rou.em

To leqewer = b fuhé‘tSSM.Jer
= b uarh, 3enerali.sev-'\’.e koord.

-ty
- o ml-‘:l * M,
Velﬂe" R = m‘*ma 63
- -

Q-
r=r-n

Avto konservativt system oq sentrale krefter
2 V=V(E), r=I7I
Lagrange funksjonen :
L=T(R,?) -V
Kinetisk eneqi: (se s.5)
T = ‘%‘.m\%z + ,_\.": - "im,(k+r') + M(R'f?')z
=L (maw )R + Lmd +Ew i R ad{(mr'+mr)

=L (mem)RS + T =

R G e N )
= 2."‘ m,-rm,_ 2™ \mm,

= Ji m, ma_-;-zz (M m‘l = ) " M2 22

‘-




Imfﬂfer _\:e___eri_m.e.ss& rk m, +m,_ (’:’I = 7“-; +

Dessuten : M=m, +m, .
Dermed: T =4MRE* + T' = TuR

= L =‘—1~:M.§n+"i}~:'2 -V = L(r2, R)
Ser ot R er syklisk keordinat (va L warh. ar R )

- ﬁ er konstant (eﬂen\:l.ﬂ Pr ’SE MR"‘O'\"'-)

Kan retk ) slett dmppe leddet ’JL.MR y 6q i hae recluse.‘-l:
‘to\ﬂﬂemeyro\o\nme‘t til et ekvivaladt e,fblnﬂemepro\:\nm :
L=T=-V = .%F_‘:‘!,' -- V(r)

3-2: ’.Be\reseLse_g_ li.ﬂni.vﬁene

Vi kan alks? betrakte en masse wm i et sentrdt ltm-FH-‘eH:.
Da sgsbme\'_ er ro‘ta-sjon.s sjmmo:\:ri.sk, ms total dreie-

im‘:ub Vre bem‘t :

T: =7 x -|; = kenstant (b3de ¢ sterrelse oq retni.n)

Kow bare varce oppﬁlt dedom T hele tiden lqqer &
plan. L [ < Sen‘\:ralbeveﬂel.se alksd allkid 2 ot plc.n.)

Virker ne ﬂ’—'helﬂ 3 velﬂe_. POlOrkoor'Am":.er sl a“: Pola.r-
aksen er porolledl wmed L

> ¢="7/2 = konst.
= std igien wed plame pelarkeordinater (r,©)
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L=T-V = Jim ( Pt ét) - V(r) [E‘“- ib,s.i"l]
*L(r,+,8)
oL

X O er g\di.s\:. keordinat O: Po = 2% =mr® er bevat
Den ene bewaebes\ijn. blir abksé :

ée = Zld‘E(“\"t.e) =0
meee = = Arei_g'un‘)ulse.us storrelse

Vi kan na u.mi.d.tlelbar“: bevise Ke.P\.e\-s 2. Lo\r, sowm siee
of radien sveiper over lke store arealer i lepet ow
ldne S'h:re ‘ELASrom.

(JB rd & rr
= A=%:8 = 2% fo = ket

F0rmu.\.er'\'_ ‘FO" Plane‘l‘.be\rescl.se) V had 1/ v, wmen 33(&3
*‘00 \ﬁlkz.rkj sev&ﬂ.l.bevejelso,.

Bertahan w. to er Lcjmnjes \Ays ¥0r koordinaten v :

ﬁ(m?—)—w\rél + %—:{ =0
4 2L _2L
at JF or



o . 43,
2 mr -med =§(V)

Elminerer & wa wmd =L > b=z ()

mr2
2

= wmr - mn;.s = f»(\‘) . 1.ordens c\i.f{\isn. bare -for -

Med konservutivt system hor i, © dillgq Hil L, at total
erera. E er en bereselseskonstont:

E = ‘lim(i-t-\-r"éz) + V(r) ®
[Km\ finnes ved direkte integresion. aur bevegelseslign. ; se Goldstein s}‘l]

Vi har to varicble, r g O, oq & u:laajs?uuld'.et to 2.0rdens
c(i,f-f. L:ﬁh. = me -Fore'tn. 4 mtesrc_‘oner -For < fi.nne r(-l:)
= e(t) Har oilerecle SSort 2 o‘.n":ejrcs;\oner, dec int.konst.
ble fastlagt ved hidp av L eq E. Det gqjenstic
utfere 2 intarasjoner -For ¢ lese de to L ordens hﬂnh.a«e .
La ess stacte meic\ @ y omskrevet U'.kj.a. @ :

-'im;'t +2m‘- +V =‘E

>+ svm(E-v- Youd)

> 4= - dr .
V2 (E-V- md)

La r(t=o) =Y, = minumum redins., Derwmed e dr > 0 nér dt >0,
oq \rdﬂet our +-J ..... -For Jr/«:ﬁ: er OK. Lgs“;‘,se,‘ blie:

"
dr
t = S - ! = tr; E,L Yo
Yo ]'.%: (e-V-2/2m) | (" ’ ’ )
Som kan Mr'tere.S, dik ot v finnee r(%).




4y,

Med kiet r(B)  finer i B® @ wrd=1:
t

dt
Ae='.%5-— ) e(ﬂ'-‘-l&'f%@)— +0, e°=6(-t=¢§

Atksz Y iw rt-‘,jmskom‘\:an‘l':er L E) Q-') Yo ) B°

3 klassik mekenikk kunne v alternativt ha velgt feks.
Co, eo) ‘.-o ) éo SO\' ¢ BQS'he—hme ln'tearc.siouskonstﬁithe .

Men ¢ -f.e‘as. kvaritemekanik er wnitialrerdier av r oq S )
et v %) é) ““:\:e“' "‘e";“ﬁ” ( L hwet ‘F‘u' elle ‘F"" s"’"h&'.ji
ife -\-‘eisa’oags uk&rp\stbrel&sjoner ‘3 g Mens E oq &
fremdeles har 3«! mening . Derfor ‘F""‘“‘Fl:‘j < u'e!jo. Eosﬁ
his man ensker & diskutere cverqenqen wellom klessisle

mek, eq keartewmek.

3-3: Ekvivalet endimje_n_s‘:\.owalt problem

Som regeL ikke ml.s o Lgse i.vcl:ejrale_ne {or t oq e
wlj‘tisk. Men imnsikt kan o"n&s uten -Fu.ll.s'lrenéiﬁ
LUS!LL-\.S 5 ved & be.nsftc en enAunensJ'onaL AMLcsu ]

Vi hadde f.olgemle bex-v.seLses\i:r:.nau-.
m'é-m\-éa=f(f\ (="?TV,. 3 é=;%.‘t

Jwnsatk for B frvi: wr =4'0M=4@+ Q,’/m'}
» Newtons 2. lov for et endim. problem der en wmasse
m pavirkes or en keaft f'=f+ L/ e




0* _ (mr*B)* .2

TLU.eSSsla.AAet er: myd s = wmrb = M\T:/r

b %f\lﬁa)—\&ra(—\ ten
Au:ema:{:hrt kan ui be‘\:r&‘&“’—e e_v\e..-ai.en, s

3
2
=_\i o2 + _L -\-V(‘_)

mr T
3 som ek endim. peoblem wed potensiell eneryi
V'O =V + Lome?
Kraft coledet or V' ¢ {,' = -"%l = {+ f/mﬁ’
som stemmer med § fra forcige side.

Eks: Attraktic %&- - keaft

§A=-k/ > V() =-k/r

=> VI (r) - % + i_%—;z\ Senbifuﬁo.LbuﬁArev\.

E=%wme> +V'() > V'(D

wit + Tt B8+ V(D (6=L/me?)

Lo oss platte VI 5 &mp VB= 1+ Sm VB = -0

R
Vi@ .
\

%
\
N\ !'/ZMrz
A
N
ViU~




N

(0

Nar Ein-.-_ (@)

Hea wed enerqier E<O ?

(ke ngduuis Wbﬁn&)

Hus total enersl er E; >0
Partikkelen ken ikke kowmme.
narmere ewn T, (da Ex V).

Ingen sure gremse for r =

beu-ﬁelszu er ikke bundet.
Ve«&ermk't u-eA r=vr.

Skisse our ?ar‘ti-lnke'.banen s

( “3 perbe\,)

fa.— vl l&u-d..“‘.&.‘turt Sarvmme ‘l‘aye bevejcl,se.

(Parabel)

'BQUQSQLSCV\ er na M:

NEr &0,

I =

To VG'\ACPM‘&'EQP, V; os L P}

f=r =r
r=0 = sirkel
Min.punkt for V'
= §'=-Ne =0
2>¢=-wmb"

Dvs: gtre kro.Ft f bd.Ld.ni»efer
alckurat Sen:‘:ﬁ-pc"'_ol,kraf“:en.
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Eks: Harmenisk osc’;.Ua’b:r_
(D = -kr , v() = .’|: ket

1=0: Inqen dreieimpuls, rug, bevegelse langs rett linje

/ vi=v
: = Bundet, harmonisk
: , bereqelse; v &
-

Vl‘?

L*+0O:
4.
| 2
; / ] = = k2
\\ // Jq’_\&rt v z ke t Amr2
N ) /, E Bundet benael.se >
N
: \\%/ ' 2 r" é " s rz.
| /, \l\\ L/ZM\"‘L
.-.-.l—’AL” ! \“
L v 7 r
e "

?-;-(;." S §=-kx | §3=—k3

> to harmoniske oscillaborer som damner en uinkel
pe A0° wed hrerandre 5 Samme -P-e-kvens

= eUi.P'ti.s\‘ bane

EksemPLe.- : Sfarisk Pendel.
Li.sso.jou.fésuer ?3 oscLLLoskoPét,



34: Virtaltesremel

Generelt teorem, gyldig for wmenge ulike fysiske systemer.
Av stetistisk wotur: Hor & qjere med tidsmiddelet av

wlike stevrelser.

Aw‘tc- SSS'\Iem mea W\&SSQPM‘A‘\:er A PosLS;\oner : ) pZui.r‘Aet

¢

o 'Kre-F 'l:er E.-_ (Ln\d.. evt. -Fnrénssl«re'Fter).

’P)'-Artselses%nbﬂene (Nm{‘,o'\s 'Z.Lou;'. 't::;'.‘ = ‘f-::
Denner G = % E .-\:.

¢

DermeAﬁ
M- AT+ TRR

For Peri.oc\i.s\a Be\resche wed T= Ped_oclev\ : HS. =0

For ihlte—pe,rLoJE-S\{ bweselse med ev\cle.\.‘ﬂg -v": q .‘3:_ sa G er bejrense‘.tﬁ

Ym o HS. = O



3 loegqe bilfeller ftr ui:

-‘- - - -;—- .Z E. . ;-.. !ir(&l:l:&rmét

Eks.{: Jdeell qass

@ Volm V, N otowmer

Ekvipartisionsprinsippet = T =% NkT

E;_ et-u'esa\‘rapl:en: c“-:': = —P;{ dA ( P=‘|:13U\e":)
(..Aun qess = nterctomare ‘ut-F'lZer lean “‘ﬂl"ﬂ eres)

2 1z8.2 =--,‘;FS‘.:.;'4A =-&Pgﬁav = -2V
3

= PV = NkT 'Bosln.s lov

—

EkS.l : ko= - \A Vv

T = L TwV.¥
Acks & packidel i seobralfett: T = % v
ke videre Ve=ar™  (dos § o ™). De bl

A v =)V

> T - 8y
Hus n=-2 (uepu.ﬂpo...“, se neste kep.) :

T = -4V

His m= 1: V= o : T=V (Harmonisk osd.unfl:or)

49,



So,

-3 Kepl.er ?ro'o\.am e,t

Lo oss qa tilbake il ‘AaP. 3-2, med sentrde \w-e-g:er
pz 'Formen S—(r)=“2/r”, dus. Po‘\:ewsi.oL V(r)'—"-‘k/r.

ﬁnske.r 3. bes"czmme en par‘b-k‘(els bane A Aeﬁe Pdl'.e.nSi-d-Le—‘t,
dus. samnulvaﬂeu mellom r q .

Vi hadde + = VE(E-V-222m?) ,  (fremdeles gerereld V6
som kan skrives pid formen

dr
VE(e-v-1/2m)

at =

Jnforer dB wved & brke 6= L/m* > Ldt =wm’ d6

= 35 = £ dr
= "2
weNZ BV - 1 2met)
L % v
jBSv\u\S _ S dr
6= Yy ImE 2V g ! N e°
Yo * = =

Na 5Pesi,-§:i.serer w Po'tensutet , \ = 'k/" ) o9 substituerer
\L=1/r (=>du=-dr r") :

w d
8 = 6, -S — =
I-Q.ME -
w2 N7z + 1‘”‘1‘;“ -

Konstaden ©, er bestewt aux LV\L'LLLUDQ'},b\jO.LSQnQ . La oss
sette 9°=O) Som ":LLSUG.W o.t PoLa-\'M\(eln.n o] reqnes

e -For\\o\.A ’ol pet-i,\ne.L R du-s J.d’. Pu,ul("tg,'t \wor Par"l\(‘(elgw

er M!,rmes't Sex\,‘\:mm .



Jv&.e,sral.e'\l (8 m'&rsklte‘t -For e
b\teﬂro.l« med Ma\ﬂ'\is\& \Mshlns s

S dx

"rol--l-px +K‘x"-'
der

1

.\I_'.E‘

q = - day

er e,t S'LO.I\AOJ'C[
‘_ B+2px ]
arccoS | — J-;'

SMmlissnLns med forrise side +ilsier a't W wa U'Qlﬂe

ImE 2mk 2m 2e0*
? = ‘9':" y P58 ""'1)3-( )(1 wk*
Ly 2
= ﬁi’%:- 1+—Fu:—__' = %%—1
4 Vf-’-luxﬁ//s" ,1 D'f{:;
¢ A
I Y N
= 6 = = oarccoS = IELZ
V128
Jm{m‘er ekseujcrtstte‘t T E = 'J] M %
Dessuten “ banens po,ramefer ©op= /wk
DQTN\QA‘ = = arc co$s %( P/" —1)
= wsd = —é:( P/r -1) [CDS(X) = CoS(-X)-,\
=2 PL = 1+ cosB
P_
= = 1+‘5cose

Dette er et hjeslesu'tt wmed brempu.nld: A origo.

Vi see st ©=0 +tilsvacer r"“'..‘;,.':

S\,

p/(4+€) 5 perihel.



Vi ka.w ne hl.a.SSixFLSere ulike “:SPer baner :

g>] : ‘\gPerbel . ( E > O)
e=1: parabel ( E=0)
£ <4 ellipse ( E<0)
€ =0 : sirkel <E=-mz/2f')

pe eULFse,u )

Store halvckse: a
Lile —uw —: b

Bundet beveje.l.se S AP W

« =>
2a
P 2
1o = NYNn = Tte + T,’EE = —4':%{
3 - _ﬂ-— = f'/mk - __h__ _ k
B B S P (P T=T TS 2€  2)g) (e <0)

Hus 2c¢ er avstanden wmellom brevm‘)u\\’cene,

3:3eldef'
e = Yo @

Videre hae i -For en e,u;Pse o o =b+c.

‘DQA‘MQA: 2 2 2 B 2z 1 Ez T\ Pz
b =a-¢c=a-aeg = G_ez_)i-(“"i - 1-¢*

> E e ~1EC/m V-ME 2mlEl

Mek: b ovk. or bide E g, a Wun ark. av E
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OdePs{:LJ T

Vi har uist ot « a,reach..S‘(:iaketen” er konstent < s. 4 2)'.

dA | 92 ¢
4t = 2v6 = zm

JV»fesrerer over en po.ri.oc\e :
-
dA _ 4
at it = A = 5T

Lrm a,B

For ellipse : A=1aab = T = "¢
b=/ Vamlel , a=+4/21€l

I h' ’a.'

;b/l, =4'JQM\E| = 1 2wm 2a = W\k.
3 ™

= 7 =2—‘lrmo.'\lmk = Qﬂa/""Jh

som er Keplers 3.lov: T ~ o

Vi hedde (fra s.43):

¢ dr
+ = S —,
e VE (E-v—1/2ms)
N& er \Y/ =‘k/". _rrevser L 'Ebuﬂn uﬁrﬂ“\&ne 'For' a o9 L'

st * - = o €. Fér de:  (bebrakt det ubesteste
i.ﬂktjr 0.":)

r

+— =X _Q_lEl‘- Q.kl’ 2'1 JZ.IE \-r—*
m Tt 2w |E)
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l‘dr-

= + = “j—%ﬂ Sﬁ-’wlw"}j

okt under roblegeet *

2L 2 < 2 2
@ aler —F va-b = -(r-a) +de

SubS'\:i.‘bAerer: rY-_a = —-~at cos'g

S 4= _\ITn_E_" S (o.-o0ecos®) ae sinS A€

v
e - ate* st

= -F‘—:&T' XQ- sr.oS'g)d'g = F—ér' (g - € Sin.g) +leomst,

La oss \relse LM‘tb&LPmkt sik &  konst. = O,
Da {-‘ar w -‘—ﬂ(sendt Porme’ker-rrmr\?i.u&ns asr f(":)'-

r = &(4"8035'5) , t= MT: (€ - e sin¥)

Vi ser ot €=0 +tilsverer 't=0, oq Ry pwﬂkkdzn
da er & posi,s\"onec\ &(1—63, dvs © peri)nel..



d=10: S eredm'u\j L sentralt hro.{‘_':_-re t 58.

Anta. ot i hor en luui.'Forn s'brﬂm o Pa.r'L'JeLer (eLektroner;
tx-?o.r'\:’-k\.er, P(a.né'ter ...... ) “pa rei met et \zra-f'l:se.n‘l:rum.

Anta lik masse eq enevgl pa alle Po.-":’..le\.ene.. Petensiolel
V(") er slik a:t kra.f“‘.a f(r\': -?V/'a.. — O wnidr r = o, Kan
3enereli: ho tiltrekkende eller -Fras“:prl:encle V(“) .

Beskriver innkommende Pd.rhkkﬁl—d:"ﬂm med 'm{:enstkgn XI:

I= qitall Pa-\:«.kl,er qjennom en ehet Brerrsnittsareal. normelt
Pi strgfmmen pr. Eidsenhet

'Po.r'hl(b.nes baner au-\oﬁﬂes -frc. Tt&l&n‘\gt beveaelse ner
Pad:&(nu Passmr ‘kro.'F'l: Seh“:ret. Eﬁer Pc.sseri.aj o,ft«-

ette et b—zf“:ene Som \irke- pa pu‘l:iklme, 0q benene
blir til skt rette l&s\:‘cr qien.

"De{:i.nerec- differensielt wg_ﬁ;;tums“i& ac(n):

#* part. spredt i L romvinkel 40 pr, didsenhet
r(a)da = Tinnfollende intemsitet

-1
Dimensjon ar v (a)- [0'(9-\] = m-zs g1 = W\é

(4= sin8d0dp)

Sentrd.ltre{:‘ter > Ssmme_":ri, omkrb\s o.Lseu Som. a.p\sir
tnnkommende re.‘b\inj = ken betrokte d0=2r sin®d©

der © = sPreclni.vSs vinkelon .
Ser pi '\:LL-FQUe": wmed -Fv-asba":ende Poteusi.a.l..



t srredwi.v\sssen‘l'.nun

Hensik‘\:smessiﬂ a W‘&re M{’.ﬁ'ﬂ'ﬁk_"’—‘-&. s
L=\¥vxpl = wgs = wm B’ s = s{AmE

Ved fi.\&ser't E eqs er S?re.dn.uiw\(eleu o ev&_géi.s
bes“:em‘\'. . [ Hr. kvantemekanikk : sPreAv\.u-iaLeL © wmiles

med en \iss sms:snks\\e‘\:_] Anta. ot uike veddier ar

S qir sPrQAvG.as il Wike rd:ni.vsacc e.

= #Po,r'\:iklzo unn, mdlom S 3 s¢ds = *P.-:L ut wellom Bﬁehlb
=  wIcldsl = 2w o(8) I swe |del

(VL ofte ha ds/d6 < O >wi sdte |dsl oq ld0l)
> o0 - = | %l

Swevl\ensew wmellom s o4 © dorn fimes ved € qd
Lilboke £l T se s.50; boka bruker @ , “stor teta",
for S?redv\.uin\tdu\ oq O for \inkelen il Pu’\:&'&e‘.lauseu A
W \her brukt opp 6, sa la oss skrure G «For umkeln,..
4l bomzn\. ] .
( de
(5-;‘-0 r"P'{iE_'LmV & L

¢



......

‘,‘l-

f = sVImE D AmE/E* = /st 4 amV/02= V/ES?

o [ ]
dr
= sS = v - 5
¢ A A vS *1- Ve - U

m

Subst. w=4/r , du =~ d"/r" y U ® i/rm

w
> 9= 3 .
Q §> Yi-v/E - &

>g()= w -2\

= Vi-VIE o

Som rvﬂol me  6(s) berejnes med numeriske melteder.
ij:.— W, 9 3&.& \ru\ 4 = V(\L,.J/E -s'"u.:; =0 siden

de = @ PE {IoVE - 2/ 4P, o i pechel er dr/dp =0,

Skal se pi et e\&se_m‘)d der banen ‘esn \30('23'\0.5 andﬁ\:;sk 3
kan do enkelk \)Grejne s(8) ) dermed o (©).



S8,

\SLE

Mﬁééﬂ'_ﬂ’my_ ladde ?a.é\:'-.lel& A COulogh{e\hﬂ
An\'.a. posi.":i.xr'\l ln.dc\e par"'ﬂzler wmed ‘A.dv\i.nj hhe. Ze °3 'i'e

m U,

i‘.'e e

Arko vdere M»m => massesenter ca. ved M antas & \n.sge
Livo 4 it refera:\sesssfem (= hb.s&s’(eme'\‘,) .

Coulombkreft: §() = 22 & /dne "

Coulombpetensisl: V(r) = 22 € /dne r

Som Keplerprddlemet, V=-k/r, wed k= -2Ze [ure,
E=T+V =3md +V() > 0O CE=dme ]

- \v\gperbeLLu\e wed e\«sm{:nsd:e‘t
lEQ. 269" (4 £o
£ = 'J |+ & ‘]1 ) ﬂ‘e > 1

Da L=<-2mE, bir 2EL/m = 4E*¢

Tidigere (s.51) hadde wi skrevet kigglesnittet stk:

P4 = A+ e cosp
Gjdig for hyperkel, parcbel, ellipse 5 p= £/k  for alle ypes.

Kan
NG er R<O, des p< 0. (M) de skeive :
‘F% — GCOSF -1 (CGS{A>I1/£)

\p\ = /mlk| = 93'«‘-I1r£‘,/\m~22'ez



lpl
ecoer -1

=

Banens aSsm‘stot&r:
= ecsP-1=0
= cosT=1/e

SFeAnL.\Asu{n\QQ‘J 6 =1« - 11’

0s® = ws(F-9) = wmd =1
2 8 ce 28 -1 /e .
- (IES ‘-l1r£ )
=g’usl:-% = Uye, —{;E;— Jo<¢w 20¢ 8T » at >o,ou£,
{ 2%e
= S = Tg e by = 56,6
ade 16
‘+n'£° 4 sin§
ey bty
o'(e)-sme\ \ (‘-hreo\( e)q_s“\e ﬁ,}g

e
Bruker co‘\',— = 9%— oq sinB = L sine cos%

-® ~(we) (ﬂ' <y

03 -Fz.r'.

e ’R.uﬂlerfbvds
/%- - (3 Prec/mnjs tllerrSm*

J‘tkerelo.“:i.uisﬂs\t krentewmekanick 3&- Sewmme  Svavr ‘



Tot S L v wik :

___.& Pfec\nmﬂs (Lo p -ttqr

& = SG(.Q)A.Q = v Scr(&sin@de
(a]

Med Co\o.l,omb‘:o‘te'\si,al vl ()~ 1/&&::‘9/2 y 6 T Yoo,
Skyldes ot Coulomblreften hor lang veldevidde, s8 uansett
hor stor S{ﬁtpar&ht*:ef‘ S én Pcf‘:&kkel, her, Wl den avbpyes
6q bidra td o

K\ru":e.mcln&.i,s'k : Hus V=0 -fo-ter'e enn Y/ i r ~ e,
mi § uvare emle.li.s.

Kow\meh'tar’-

Vi antok M» wm oq ot ma.ssese.d:ere't 74 ‘l:inm't L ro sett o'.-fm
hbSSStewet WJS 'fOrnc.L deder hd L CM‘SyS‘feuet)
me& 6 = vinkeon wellom inn- °q d:ﬂiemdc. P.r{-.l&et

J %.saftehe:t LnL U\-hl(eln.n wellom  inn- eq d‘jie-de pw(-i&kel
Senereﬂ‘. vore fors'{\eﬂ.‘j -Fr-a. 6.
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LKAP'L': ST\WE LEGEMERS KINEMATI\KK

Stivt legerve : sgs’(m-» o \aunk\:w\a.sse.r Lw:\erlnﬂt Wolonome
{-ﬁvi.nder som ullrylker ok arstanden mellom
+o mlhlr‘ﬂ utls‘he ew-‘\i\: c e konstant

K;we.\ma‘k\kk‘- beu-esel.sms Vl.o.'l:u.r 04 k.ar&kteo

Y-1: u“-"\‘L'\ﬁiﬂg Roordinater

Sttt lﬂjeme wmed N ?u'b'.\ll.er hoar @ u."ﬂ.Pm‘(’!'.ét 3N -fri.ke:thuAcr.
Kreftiq reduksion pqa. fovingene Ty = €. Jike alle TN(N-)
fﬂr&\ger er uarhengiqe .

Trenqer o ang. arsterden Tl 3 punkter for L spesifisere
posisjonen il et \ﬁlk&r\;j fm\d:. Dermed nok wed 3
seesi.fi.seﬁl:z pm\:‘l:er plass 'Fﬂﬂ'.hsu— ry=Cy il k\"emg
Posisionen N Sm‘H‘ne \')m\d':er v det skue (.ojem-‘.l‘,

Antell {fi.\r\d:saruler bir &:

* 35 kooed. {"or a STQSL‘F\'.SC'Q PWL‘t i
* U Uood. KL -for Y spes. Pw\d: Q (m?. \3.331 ?:‘ ku.lltfld:ll
wmed vedins 2=Cn sentret i ‘»M: 1)

* 1 wed. &l -(er 3 Spes. Pw\k{-, 3 Cm& l;.me 9: sirkel
bmkvins disen wmellom 1 °q 2 dik d'. rl‘5= Cia q V23 = C23)

1 Cn 2

Cia Cas
3




La %HYy, 2 vare deser ¢ et 'fcdt “ elesterat” 6.
koorclév\ai:s:‘s“:em o9 x,)y,2 chsene i@ et koord M{;d‘{-ah
som  ligger 'F‘d: v dok skie l-ﬂﬂe.me:b

2\
Z : \
A
- kN — —L.,:; ) k enhe‘tsvel«‘\‘:orer IMJS
k 4 A Xy 2
-{ _:i‘; , ’X' 5 ! =3 )
,j) k enhetsveltorer langs
X X, 3'/ 2’

Foruten 3 kooed. Hil & sfesi.-folserc orige i ( x’g'a’) "sdsfa-\d:
relatist il (th)'$3sfemet ‘b‘ev:’s Ld‘-ni.nsme pe X, 5' oq 2
L 'Fn\\o\A til ¥y, 2. Hensi,l«‘l:smessis & bruke “re‘tninsskosene”
oy, Xz, Ry '(br c sreslf-’.sm rd-m‘..jen P: x

ol > ! -»

oL,=ooS L L =

¢ ° ¢
- - -
Ay = cos(i.g:j’) = i."J
- rd B
“3 = (oS L)k) = 1 'k

—.'

Viwe: © = (DT + @ D] + @Bk .
Pruker ‘ELSW&\AG o')fs‘(tl.{:'t med {3 fm- 3.' o b -Fu- k % -fz.—.-

T =°"1-:': * °‘a:l.. + oy R
N o - > i
J Tt ot h) t;ak
bad -5 - -
R =8t + 8 + ¢k

Kon se\u-scﬂt wwedere dewne prosessen, dus. \@5\&1 ?,] oq —k.
ved sine konroneu't'ew Umss -i:', :j.’ 6q :’ :

T @Y (] @R = ol +p ] 0k



€3,

'R.d:ni.vﬂs\«osene gir sa.maJt\enﬂa\. mellom udkirlaae. velcborer

L de to systewene (’93,%\ (<, ';1'). [ng: Anta od
felles Oﬂ'ﬂo:‘) L de to ssS‘Eeme?e,!] g
Eksi: Ew ?osi.s;\onsve\d:or r har ¥- kon‘:onent 3&.&. ved

W= BT = (1T 4y +2R)T = ax + oy +o32
Eks2: Ew vi—lkirkﬁ veltor E hor ﬁ"\kcmpohe-\'\'.

_RB » > ).
GS‘ = ga = (Gx Lt G.‘S')-.- Gi k)-a = {3‘6"4-{3163-}!33&*

Vi har @ retuimskoser (o, f:, ¥i), i=h%3 , men brenger
bace 3 koorJi,“,o.‘ter -fur H s?esi.-FLsere en ori.en‘ten'_.j anr e‘t
lﬂaeme. ’RQAML\%on v:h.a. Or'kojou(ﬂ:é:ts boi:i.ne(.s«‘ !

- - -» » *i1\2

L-v = (“.t'*'ﬁ,J'*K‘.lt') =°‘.7'+P.1+’6‘.z'1
- Y

L]

= (01;{‘ + Pl-j.“" ‘6\|t')'(d;i' + Pz-i' + &1.;') = a0+ G'F" +% vz =0
ete. etc.

3 Olt ‘) be‘{i-\selser som ndto‘zp re&uScrer M‘Ea.u MMT‘SC
S‘bﬂ‘elser fro. qQ 3. P2 hom'ml!‘t 'Form=

A X +F1Pm +X\1x\m = gl.m

Kan atkse ke bruke retningskosene som aenerAl;.ser’b! koord.

a {eLc en \.darctnae{orm.a.lnﬁuj, eevsom de ikke e uwk:ﬂﬂc
[Shl se ok W dewn -ForMuLerg setl or tre wad\. f!m\\sjov\er onr
reMS\zosene, J'Fr Eulervinklene ] Likevel nj&.ije stoerelser

{or & beskrice Smmen\\eaen. mellom Ractesiske \zoordind:asfmer,
jfr. Kvantemelcanilde 0q SPesieu relcbuilddstesee.



4-2 - Or‘tosoml,e tus{ormaﬁoner

La %Y, 2 = ¥, %3, Xz wmer hensilz'l'.svness'g M‘\'.asjou.

X
x3\\ .

\ .

\ —

X
' / X\
Tro.us-g—orms\"ouue blir da:
\
¥ = oLX, + O X, * OyX,

Xy = fixy * faXa + PsX

X3 =¥, % + ¥yx, + ¥ x,

Detke e en U.v\em.r ‘l:rans'Formaﬁon. sow. Senerelt slerives :
'*:" Oy Xi + 0y % + Q,y Xq
'
X232 0 X} + Qgy Xz + Qg3 Xy
Xa = @y X ¥ Gy Xy + AnXa

der ay er konstante Woeffisienter (dws. wavh. av X5 x')

Med Summe\wwev\.s\"ou :
]
D X = X (i=1,2,%)

\_enﬂdeu (Xt : ma vore U.Pc:uirhet onr "b'c.ns-(:orna{)onev\:
1,0
= XX =XX = Oy Qg X, X = X%

= 00 = 8__“& @



65.

Setler en Unan o, f&,\@ L @ s& ser en umiddelbet o
delte er aderdt de b \)o.ﬂn&elnne. PE . 6".

’Dew lineare ‘Eﬂms-‘: ’ @ dles o-'t%OML dersom @ er
°W’£‘3&3 @ €r gi@dk{etsbdhﬂdsene.

Qo (0 8 Qa
_ﬁus%wsjousmtriseﬂ" A =<0~:.| 0:;. ¢:s>

Qa2 Qa2 Ay,

Mebriseelomenter: o

Eks: To c\i.menﬁowe"
A = Qu a"’) Ovtoq. bet. : Q. o= &
Az Oz tﬁ e Tk
DA Sbkker

U mebriseelomeder — 32 br‘!:cs. bet.
=1 Me"ﬁ'ﬂ steserelse : \-o‘l‘_aﬁon.svi.nketen Q

%\ %
\\/ y d = % asq + %, sng
i ! .
— X, = =X, Sin + X, oS
¢ 2T TN T R Y
\\

- X .
— = 0y =S, Oy =Sing

Oy = -$ing, B2z = cosq

= /A = (C(TS ¢ st tP>
-Su\c‘) cos
O,t,,s,ul,_tet Oy Oy + 0y 0, =1 3: cos"c‘) + si.n"cp = 4

Oon, a,n_ + au al?. 3 1 p X si.\ch + CDSzCP = 1

Ay Qg + @&y, =0 > cos@singp ~ sinpcos@=0 |



-ﬁus{orm&“’ous(.iswb\aew :' - /A? ken be'l:rak{:es
pa to mater:

1) Passiv be“:rak{'a\inasm&‘l:e. A er da en oPero:l:or som

ro'terer Mjst&he&, (md‘. klokke ekseh\plét
14 -forr(ae sde} mens uUektoren ¥ er i vo. Vi
'fim\er dermed ‘lom.)ouen‘lfene av v i det rotede
koord W‘ts:’d‘emet.

Aletir betra.ltﬁninssmiﬁ. A opp {:a‘&es da. som en
o?e.r-a.'l:or som rotecer wektoren ¥  mens keordindt-
sgsﬁmét \iﬂser -Fas‘\:. Vi foner dermed en "y veletor
¥ L det uendeede koodindsystemet. (M2 rotere
wektoren med klokke -FOr 4 -Fi Samme \idni.vﬁer

X\ = @y X, Sm ovenfor)

Xq




""3 FD('M&Q_}SQAS\Q&_PC" Jc‘.L ‘bransfoma{,onuna‘l:risen

Se P& 1 suksessure 'b“MS{O\'M&S\‘\OhErz

—5 g |
Y —% rr —F r

B A
= XL = th Xj y X: = (I.&XL (hus\a Su.mmel(nmrens;‘ou‘-)
" _ — . =

» To or'\:ojo.\ale ‘l:rmsf. A, B etter Werardre er ekvisraledt
meA eén 't!‘eAJQ lﬁi\e&r ‘Erus{. G )

C ‘AB (-Fﬂrs‘l: B, decetler A)

Kan wses && C ossl er en or‘tojom.l. -L-a-.s{-\.

Generelt e AB +* BA, alksé ikke Yommuteativ y mems
(AB)C = A(BC), alkse o.SSogi.a.‘lt'ur .

qe \o.nst t kvedratiske watviser,
JM'F,ercf Sﬁalﬂ_}«m‘b’!’.Ser :

(2) . x-(3)
- | X2 " !
x - ¥3 ) x - f:;

M&‘l'-ri:en A)}( ui" deru\ul én Sﬁslm{t“i&e h\QA E(QMC-\'I:Qf
(AXX = QX o= ¥, = (), x=Ax

[Hﬁr her i.ldze Mor't noe ume'l: e & Skri.:rc \rek‘l:oren -Y:

Som en (Sﬂjlz-) wmctnse X, der eitell elometer Lilswerer
dbncnﬁou.b:l':cl:en L rommet i betrckte- ]



_ ) 68.
Iwers '\:ra.s\s-fomc{\out A1 , matriseelementer a

[ne: a-:.J er (i/j\’e‘n.heu'teili o A‘; tkke én dividet wned
(%J)‘CLcmC-\'tet v A]

T"MS{O"M&S‘:\M\Q-\ A-' skdl brinae v tilbeke tL ¥

X, = G..-'j Xj
Xy T A X = O Q. X
¢ ¢ (N tj J
=2 6 Q. = . -
wly = 8y = AA =1
N N
wmdr elem. av metr. elem. ﬂ_=<‘0<1> g)
AN or 1 001

Ar X = “';\ ".1 = 0y g%, fis “-‘; 6j = 8 ) des /A"/A=1’
wm.e.0. A oq /A M

Se p2 dobbeltsummen gy Oy O
Ohp O = &y Bl dette Uk dy . Atbernebit ke

bruke a‘l’: &ki, a.‘._j = hj y ©9 decwed blir dohh.u:SuNMq (3

VCA 3 Lruke OP“ZOJ. \:th

b o AksE: o = 0y . Men ay = By, A G-
e‘o.m'l:‘e'\‘ o A er Lk (Lﬁ- elementet o den ‘L‘ru; @nu-‘l:t
mebrisen A

-' ~N

= Tor or‘tosonalt w cbriser Af.u.u = A ) /TA'\IA =1

/A/A 1].—>a.j Jk'gi,k = Gii &k = S (Swnova-iuuleks)

AA 1 D G &Jk 8._],_ = a-ii “hj = HY (S‘U\ over z.mddd)



Determinent:  |Al  (foribselter kendebisk marise) &%

\ABl = Al |8 (se wekemebilh fx 2 klese V)

Do BA=1 bir A1 1A= 1) o de dedecminesden
Mtw\wéw ar ombytte  linger > spalte-, f2-
Bl = 1Al Demed: |Al"=4 | |Al=214

Gyldyy for e otonanale madvise

Y-y: Eul.ertrmklene

Har fra for: de 9 a ke brukbare som gen. koeed. fords

de dee er u.o.u-\nenaase.; & or‘tojoml;:l:-:l:skd:.
recluseeer M‘E&u wavh. s‘l:hrclte.- ‘l:..,( 3.

En elshra betingelse : Tra.\s{om«\'\men mi vare fysisk muliq
= bosfmctrisen m2 fromgt kontiniedy fr enhebsimetrisen
1Al =14] = +4 5 lon ke ha 1Al = -1
Mctrisen S = c: ; 2> inncbace~ refloksjon our
koordincteksene : W' = §x = ¥=-x y=-y, 6 ¥=-2

M& utelites da ‘S‘— -1. %21»3; ettecson & 33&' et ‘\ﬁjrcki\cls
SSG"LM Owm '{7-1 U'?—V\S'b'e_\\awls :

)—‘3 5, —-——(x'
X J 7



0.

Vi me -F:me D wavh. Pm-mc‘hre for a SPQSL-FLScre
Ori,en‘{zn}neu +:L det stive lnaemo_‘t . Disse wma vare sbhe t
den tilherede o-—‘l:oj. 'l:ra.s-F.hA\&u.\ A hee |Al=+1,

HCS't mlﬂ E\Aln.win\&lﬂ.ne) som € B suksessi-\re m‘tnﬁonsmll'-er.

i. "51 — Evg ved ro‘t&SJon CF “ foSi—‘har Areieretn}: om'«-i.j

&- ‘-\:Sen s

z|¥
n §=DX

A7 () ()

g-cx  ¢(})

g" cksen er S%Qriﬁsun\'p\ wellom x:s— oq
§'q' - planene

3. §|1‘ S‘ = K'g‘-‘t! ved "‘t“dm Y . pos. dfti-e«.‘hu. Om X.'mkSQni

x'=BE x‘=<§‘)

= x=Ax ; A=BCD




D bes\z-i.u-ee- ro“Z mn\(rlpﬂ 2

cos@  sinp (@)
D={-sing cos¢ ©
0 @) 1

C bQSerU'Cr N‘L Omkr(.v\j g"

1 0 o)
0: = (o] ws® swb
O -sin® wsbO

B beskvirer rot. Ow\kr{.nj s,
ws®P sa® O
B={-sta® ws® o
o] (o) 1

sy cos@ = tos Bsi.my si.n‘P) cos® Singp + 03B cosp sin® ; sin® sin®
A=] -sinPeosq - cos © sing cos®) -sin¥ singp +cosB cosp 5P, cos¥ sin®

sinB sin @ ) -sinBcos@ y cos®

Den inverse ‘l:r&-d{. X = A| )5(' e Si.ﬁ wed /‘;\ Som -Ft.l wed
2 e e © sgle v A (e A'=A).



H-8: Jw-Fb\L'Lesme.Le ro‘l’.a{jonef .

 To pafelgende rotesjoner ben beskrires med prodult v
+o \na‘kn‘.\se-— ) /A‘B . Vi vet ot mc\:ri.sehuu:ifali.kc.s\"on
generelk kke er kowmitebir, dvs AB # BA. Tk

utbrybleer defte i m‘\:aﬁ onenes re\ehefwge kke e-
lihe&\.clij. Sees best wmed et eksempe(ﬁ

1. 3 3 3' 3‘
x!
y
\ ‘lo°o °°
vl e jﬂ
x" 3! o "

St “-.5\'. ev\c\el;:e ‘Ermsfomcs\'\omr.
Skal se ot i.nflni.‘b:si.mga W{UTM‘SW\CP er kowmutetive.

)
% o=k v e = (8 ed)y g«

(%

P M&W{N‘m‘
X = (1+ &)x

To Su.\QSessure i.wF. ‘l:rc.\s{. :

(1+e)(1+e)= L+ €l+1€ + ...
= 1+€ +6&,



3

Do L+g+ €, =1+€+E 5 her v
(1+re)(1re) = (1+ €)1+ €) > kommictive

Jnwers Ln{. 'l:rc.ns{.i A-| = ﬂ.‘ €
AR - (e =1 (+ 0@®)

Octogpn.ditet: Azl+& = A
S E=-€ DE =g =-€ > abisgumeik
Av\{és:jm. 3*3 mcbi.se . 3 w.u-\n. e.(a.mev\‘ke«-
Kew Skvures pz 'fﬁmen
_ O d-Q.3 -dﬂz
€=laa, o dn

A-Q.z ‘dﬂ. 0

-thv«e& .
@) dﬂ.; 'dQl X,
X3

da, -dQ, O
=
d)(z - X3 d-ﬂ-‘ = X. d.ﬂ.} => d: = -V: b3 A-Q
dX3 = X, d-Q7_ - X,_ A-D.\

Stovrelsen 40 er e diffecensiell vektor ( ele differensialet
0w en enc\eL‘S ue\z'\:or) 5 da = ndd

N _a3 -
4z &t = rxndd (se s. 32)

(] -y
T r



4-9: T‘\.dsehc\ri..nj ar en vektor 4.

-ly

E!\d\r'\xﬂe.w o éen U\ulzr‘ﬂ UQL‘EOP - ‘-‘: U’ L) ~~~~~~ -k "’L
opplares {ors\ﬂo.u.ﬁ A bﬁew\d:s c.s'be \zoorclm'l:sjs‘kem oq
A et e\es‘\:em": bodw\-&{s‘ss{em . (Cl G) “\ + (de)s‘,.‘e

FOrS\LJeUl.v\ Sh&LCIeS "O'budo'\- o lﬂjeme“:s hoord S S‘LCM A Clt(:
ehsteme kbord (4 S'LCMG‘E 'Be.tuk{: ‘fbltSQr't U".L:EDP A Lﬁeﬁ&)
dus (de)w = o De blir

(dG)sP“e = (dG)rot. = d.-d bl a LEks: d?gd?lx:]
Generelk :
(da)SPue - (da)\n‘\s + a1 g

Tc'.&nnén‘.\ngng er dc. rz(‘.‘b!r'l'; \rea

c 46 - =
(_j_'%;)s‘uce (d": )bo&s T wx &
med  instaston umheM'E-j\\i =40 /dt.
De. g er en generell rektor, tan v skrve

(de\sme = (f% body * ’:'3 » : “open‘brrekﬁov?



Ha.,

Mer 'Formeu. u{:Le&nu;j ov (ﬁ,nf_@:%bo ij Dx 3
(Go\.dstu‘.\\ s. 11'5‘)

-\ ! ~ ! {
5 = T CYR <& = Q.. 4.
G" a":l G-l a".l G.l Je GJ

* 4 ,
kon?. ln.nas X; kom?. lanss X;
(i romwet) (v hﬂe:md‘.)

3 lopet o dt endver blde G) oq a;; s
S = : '
AGL = a.j-v dGJ + c\o.ji_ GJ @

Leas (X\Ji) Scnmew{&Uem!e med (' 5'1-') ved ‘ﬂldspunll'k t=0
2 kowmporertene like : G =G

men differensiolane ulike : O AG; = dG:. [ ford a; (&o)= 5;..]
»: dG: =dG; +dagG)
A=1 ved £t=0; endres il 1+€ i Llopet o dt

= day = (E).j - ‘(E\g =€ Cpge. antisgumetei )
Kan bruke Lewi-Civita temsoren for & uthryble € :
T8y T T &g dl = £y AL, ( def avey s.ll)
[=> "€n=-€n=-€yn= 0} &, = €,d0 = -d; k. DOK; se . B3]
Kan wi skvive @ pt  formen
a6, = d&; + £, A0y G
= d@{ + [c\ﬁ.x al



[T

Dnsker & -(:.»me leomronentehe ar @ Laﬂs 'Aje.me:hs
o.kSer ‘, 3, ' Qo‘tqéone» Som swarer til 33 deasm
oppfdtes som 3 suksessure ro‘l:c.ﬂoner wmed

\ru\helh.s{:ﬂkdzev hhe g = CP, W, =9, w,,= Y.

Bq; ‘BLSU‘G.rer cot. OM\.MA '-a-a.\asen, dws Z;q, =( %3 » oy
‘bmusformerer slike:
Bp = A
Med A -Frc. s. H f&.- w !
(@p), = PsinBsin® | (Wely= §sinBeost®, (wgly= ¢ ws®

o - (8
Cﬂe tilsy. o omms 5 a.\!sen, w;(g\', °q

'bro\sf sk :
Ge' = Ba,
Med B fre sH:

W)y = Beos® , (W)= - Osn®, (We)y =0

Da. wq, +dsv. vot. om\zml s 3 oj decwed om\am\; %, er

u\Jm ‘l‘rc.ns{ hgd\re-«lj Q)q; (.Otp (9\ b (C')‘P)x
(Uw) 4 =0

LC:SQS AC 3 bﬁdrtjene Sewmmen, {:Zsz (m‘i’)%‘ = 4”
e = CPsia\Bse..CP + O s

Wy = Psind s® - & sy

Wy = ¢eosB + @



L{‘10 . CO\'i.olLSkrc.fteu

Gar tilbake il (?lé{}sl:ace. = (j%) body +adx

Le «SPc.c.e» ‘SSSiEme\Z vaere et (']:.da\mmeD Lner'b'.o.l.sas’cem -\Ekser'l;
i forneld B uire warmeshe s‘;‘jeme.r ; Undeles s
“'Bo&:;-sss'tc“\d: her ekser sow vobecer wed A"'A‘i
indeks v ({or relativ ).

?a (‘kmsfa-t)

i
D

i
w
<4

Sﬁeme Y

Sdtcrw::
- - - =
'U‘s =’U’r + wxyYy

Sether wan Uy
dv (dgs - =
=3 =
3% Js at ). MR IR A

[ 2G4 BT 3@

-y -
) 'Q"S = Q, +Q¢3x11‘r +Z)x(:)x-r.)

?

T‘)e\rea.lésv\. L Lne«*&a'.sﬂs‘teme ) E: = mzs , ken ng skeures slilke:

- - - = - = == - =
et Mo, 5 Feg = F +2myxw —wmw«(wxr)
———— —

Cbﬁo\dskra{tc»\. Se:‘trbfuac!»k ﬂ.{’tew

a-r

* Jl\erti.alSSS'lfCM * Newtons lover Qel.der



w1 = +7
E::: QEor @AWmothmram e halideule
EU' w= 129:16° <!
cor ® Med r = jordredien f&s rod = 3.38cm /s
= meksimal Senwtksebrag\om
@® Her har v \5.\”‘ (som P S.WQ.) lna‘t rommets akse~
Sammen fa\.lbmk wed La.:c.ud:s ckser ved et J-ﬂ, -l;i«ls?un\tt .
N
RY S
WX
v ¥ Oen = WOFr =338 e/t (red elovstor)
S
@

an =

V.= '“(n/s > a::: =

PRTIA)

5 Cm /sz



KAP. 5: BEVEGELSESLIGNINGER FOR STIVE LEGEMER

J ka.P,Lh u.a.trkensq’.se koordinater (Euleruiw\tl.zne)
Or"l:osomlz ‘Ercns-form\"oner G ma.'bLsemy%}

L “UE"\ChIIS” -For 2  beskrire stive lejemers

\De\rtaeLSO.
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L =L =45 6 % -ipe C‘F"""e"ﬂ’ X3 )
O o ipe ¥

D et Lom{:%{:r“s{: Hlsvicer 2 o v = = (SOMV'LM setk ‘fﬁé

11:ra e\&SQMPLQt s, (os hae W o.t ma‘l:rLSQv\

coS sLucF
-si.n.cr coscP
re?res‘en":ercr T‘otc-s\"ov\ én thﬂ cf e e‘t ‘tocli.m, ‘;\4..\,

Demd ‘2«» Lortn":%'l:n..\s{:. opf{:a.'&cs Som en ro‘tas\‘)on <
X3Xq = P(l-ne't 3‘21\.“0"\ en Lma.ﬁggr uinhe.‘.. Q'Q_ bes‘l:an‘t UtCl

= CDS?
e = s
(VLM c.os"qb +si.n"‘cl>=‘61-€l§‘1 =_JEE I-‘ss i) G‘K!)

Alerndtivt kan i innfore en reell vinkel P : p=L¢

> ¥ =cwsp =cos P =—,l;(e-,w+ enp) = cosh ¥
PO =sing =sin i® =77 (E¥-o¥) = L (ef-€Y) = L kY



IS,

Hea er poevse'\', med dette % Ken brukes +U 2 f;arenlo.ln.
Semmens atte tr&ws-‘:ormas\"ov\er '

Eks: Emste.ﬁgéj.{)o_n_ﬁ{or mel

)
's N ) S " \s“
— b 4
X3 X A

X3

X=Llx , ¥-Lx, x=1"x
= =1L

Kr.n. w'g b«..u"s.ru.sere “_’ oj “_ o3 ‘FJ\'\Q a.t “_'_' ‘Ei.(.SU'GJ‘er
l‘bt‘ﬂcm cF" = CP'+CP, Ses vel ojsz dicekte: De 1 oq “_
be&e tilswsrer rot&sdon' & det scmme Pkne't, mi @ he = cp'+q>.

. sin. @" WORS .on
Sch&ri ":m(? -;5_%2—%—=LP ;

\ ' sin (@) _ singlcos + cos@'sing
“:Ar\cP = 'ta.n(q +C?) - C°5(CP|+CP) - cosq>|Cosq>-S£nq>|SLnCP

- '\:c.ucp‘ + t&n@
| - 'l:r.-\«r 'l'.mTp'
= " =
) L P = L 1+ P’B.
: "+ v
= vu" = TVT;,;:;) som ee E'L!\S'\Zeb\s LJdLsJonS'FormeL
SQ«' o.t

1) v # iy : som ville e vad det ikkerel vesuldstet

2) \r“<c) selar {o.- v & C eq v' & ¢



M *—"MS](‘ i Mukouskirommet (som bewrerer c):

X = "__ X + @ (TOMWé ‘b'ms-l:. / Jnkouojen Lorenﬁ":vw{)

*\e\' er
L = Or'\io\som\. wetrise

a = L\—Aum ‘\:rusk{jonsvele‘(:pr (>= S\!Lftc aar or‘so :
rom\ij ‘b'ans\a.sjon + OMAe-Finerinj o mlLPw.k'l: for ‘l:u‘)
Ortosov\a.t“:e-‘:: “-ﬁ:. = I ‘.L = ’.“.

= A-D be:timdeLSer {"or elnmn‘bne c “_
= AL'AD= f Mv-‘neonw’ﬂe elnmen‘\:ec- (" LL

Med 4 uauh. komponester ¢ @ fis totdt C+4 =10 uad.
eln.meate.— L en fl)obsccré—‘l:f‘msformo.sdou.

{M%‘A LOPCO\":%'L"&-\S-F . X' = lLX 3 G UAM‘L\ elﬂnen  of

Se.- k»-v\. P." WMOJ&: LN‘C\!\‘EE':PMS-F L ‘For'tSQ‘&CLSQn,

Ortogenal L = L= LL = 4=12)= |LT| = IliT) = 0°

\\L\= +1: proper LOren‘E‘ttro\vF. 5 an 32. \Qonﬁnuerl{: over L
LJcn'l:H:CB":r&ns-F. i

l“—\ ==~ : LnProPec- Lorenil:itrus-F. ) fis ved t'—mrerijon aus

\'o\ma.\zSene men LH'.O. “‘-\-cl s¢k Sen

A
(Re“altﬁov\. onsr roM'RSer %_ tidsskse : |L=( "_|_> = L= *q



v B
Skel se ¢t wi wmg ha Loy >1:

“ji_=1l. = L';.u T_qv =8|"” = Lru Lua= 8,»9
= Ll =1 = L:‘I +L"j|-‘|j =1

Do Loy forbinder imoginac loordindl X med reell rombeoord.
i) wi v ha ququ ¢ 0 (oSmU.)

2
= Ly =41 - qu L\\J > 1 (03 reeu.>

L"\‘I S "L 2 ui.kke-o-'\:oknn“) Unvolrecee ":i.t‘sbwers\"on

L‘-N > i : o "tokror\

= Den eneste -l::,“,e,\ Loren‘l:%'trans-F, Sowm lean 4% \ged:iw,-(;j
over L L1 er _m& oq Or'tckron-) dvs  wed I“_‘=“’1.
6q L'-H % 1 . Kalles 3:\0’"‘2 bﬁq;rensit Lo fev\t%'t"CwS‘F.

Redusecer seq +td 4 a.l.ilwb-ms-ﬁ -For v K.




R om veell mebrikl
[Jkke dicekte elsamencsholf , men dukker opp serere, feks ¢ 'felﬂeovt—]

M’ Roordinater XP (\'ee.u.e eller houloln.\tse)
AS" = 3"'\, dx.‘ dx\’ = \(\rulf. v lq_.n&“ P
veielmest i dette rome'\’.

Metiisk 'Eem: 3 S wed wabviseelomenter Jpo

Ko\mri,an'l:e u-e‘a“:orkomfonen“:er : X P
Konbravueisnte u + X*

Deu M‘\;\\She ‘Ee.-\soren ‘5 3(: sannen\hc«ﬁe-\ Meu,om xl“ 03 x\> %
v
Xp = Gpo X, X = 9T %, (gpe= §™)
For \.ruc,lwﬁl:et kan W da skeve:

ds" = dx,. g dx, = dx, dx"

> hwe Ag' er \x\xra.r'\.a.-\'\:, er AXP AXF '\.n.\mri.aa\":

For det \!m\Pl.okSe Mi.x\how&h‘unmne‘\; Wadde w X, = LCt. Da

b"\ﬁ-\lerui« |
o-(1)

03 'Far dst = &t '\'351"\' az - Ctdtz) som L \\,a.c Seﬁ ec en
auariant . 3 deffe Klfllel blir x,= X o9 en hor Trg= + 4,
[Tr ="Trace =" Spor“ = Z{d“fmwzue«teneg ]



ne.

La oSS Se Pa e'\", PM c.('!fema“;hru ";\1 det ‘eorsp(dzk “'\U\‘Aous\tifcnnét.

N X=ct, xX'=x, xX=y, X*=2

For & -Fi ds’ = dXP dx* 'wr&ri,a-\":, Lo \n_lje
-?djev\& N\Q‘b\h‘t:

()

Da f&r v dx = 9oo &X° = —cdt
dx, = qyp dx> = qu dx' = dx

o 31» dx®> = 37_1_(5)(1' = ds
dx3 = 33\; dx“ = 333 AX3 = d%

]
o
)
v
[ )
X
1

A = -k + &t d:;'-\- dv (inreriat!)

Hor i dette Lilfelt Trg = -1+]sle] = +2

E} )(o-‘-c‘\:) )(|=)<) )(lzs , Ks‘-‘-% (Sonwnhr A)

Vdfr wX Ng'l:ﬁhhen @ = (‘ = - )
=1

De for v dx = +&%° = cdt

dx, = - dx' = -dx
AK,_ = -dx" = -dﬂ
Jx, = —dx3 = -4z
> 4 = &d’é‘ -c\xt—djl -d+ (iMrica‘l:!)

Her er Trg= -2

Wilee ‘“’lﬂ brukes wlidee slede~ o thfa'«m&s



. Kousriant firedim ensional. _formulecing
(MRl Wt *howmiart! e ber inging @ gigre we
d(S‘Lu\kS\‘or\ey\, wellowm ulike Ueu:ov\lohpovev\'l:ef N'Fﬁr'b pz s. 18 U-]

HO-" ersta.'&et J.e\r\. -FQ‘-—L&lQ":tﬂQ Gc.tl.u‘,":m\sﬁ hecl LOrev\'t%trCnS-f .
¢V\sker vu°; 3.. leovs‘k\—o u.ere %Si.lv.kens LOU‘er 03 Se Owm da. kav
Sexme -fom i e Lweru{jS'l:eher :

wader en \-oren‘t‘t":rms{ormasjm

[ KDWM-E = FOM;J\U'&-L&\‘: L deme ‘GPB&\AQLSQ]

\-'\.Shinsene som beskrurer ulike -E\jsi.s\!e lover wil 4\35.
scmmenhengen mellom  shalerer, vektorer eller tensorer (matriser).
-ba. S‘ed,u—er 93 \re.\z'l:nrer er S?eSLaLﬁLfe.uer 6w 'LQnSOrer ) M?\

v Sewere& hf?.\rt kou-ar'gms [V tehwrhsvlg_ﬁm, dus :

Huis Cr.,v i Dr.v Yo ossz. C,:.u = D;.v
ctter en Lom\":%‘llramsforma{‘ov\.

Skecker Me,c‘ & betrakte et Pu.n\a‘\: L Mi.v\kows\zi,rom‘t wed
jﬁoor&mo:l:cr ( X, ) Xz, X3, Xq ) . Ew par":i.kkel. sowm \:e\rejer
ses i rommet wl beskrives ar en "wvei' ¢ Minkouwskirommet

C “unld line”
/ Qse “\;“Je



Liten e.nclru\j o boor&i.u\t.‘:u\e ldujs e\je-\\:u:sen bes\'-mres W\OA
L\-\re'z'\:oren dxr . Har sett G-t C‘XP dxf" er ew Lorev\":%
irariant (c\u-s. like stor milk o alle anr'l:LaLSJS":emef\).

De:?i.nerer eaen'tiAew T = dXP’ d)(r, = —c,i d"cl

\_ejser n}i CmerﬂaLSSS'Leme{: S' apz.» ?cv"i\lkeln.v\ SOMm be\rejer Sej)
dus. PM&(&\ er L vo L Y = S PY

dx, = (0,0, 0, icd¥)

v dq o dxg = - & vt
= dv = 4t
dvs. A"C - ‘ELAQV\ som m‘i\zs MGA en hlokbke som
beu'ejer 53 meﬂ Pc:-'h_hhel.n.n (Jeracr « ejec\'(:i.cl N )

Sett. fre ineticlsystemet S bereger pakibhelon sey med
haskighet (= @Y+ (dyfaty + @/l ) | Hee o
dx, = (dx, dy, da, icdt)

P dpdn, = &+ dyt 4 dd - Ear

e @) - L -¢

= A4t = (-5t

= dt = '\l-—‘\;_c—‘_';"—- > dx
dis. klokka © S (der partikbelon beveger seg) viser en

tid dt som er lnv\are enn tida dr  sowm  uises P‘c’. kloWes
. g (der ?wﬂkkelnn er L ro). “TLdeLta‘tasSor\,“ '.
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Eksi: Levetid for Ja=mesoner (mg'me_r)__i_eimni Qren

Dannes i Sb-e d:mos-fmre > ved d~ lbkm {-ra

ar J°"dﬁ, ved kosmisk s‘\:ril;mj.
—p
T Levetid L w\ﬂonets h\ri.lnsﬂs{em: =210 l"s
HaS‘\:Ls\\e": L {brkou 'L.‘J-\Sorclaz = 2."94"08 ™/

dekeevelakunsksk wille et myon '\:dba.kel:ﬂae en arstand

L=ve = b0Owm = nesten ingen myoner skolle n& frem £k oss 3

ikke i Somsrer med mﬂinser ved Jor&ov«{la.‘he-\ hvor gl

myoner detekteces.

Relatinstisk bd:rdn:bwj mg kL !

(@) St fre jordat Myonets loretid b += 4‘_—\;7: % 32.16°s
oq med h&s‘:ﬂ\w“:en v=29%(0° ben & ypuk mayom dill ke -
(ﬂaae. en arstend fl=vt = Qbkm > d
= de flste wyoner vér Feem Jorda

(b) Set fre myonets hlesystem:  Jorde bereser seg med Weskahdben
v =2994-10° ~/4&  met M3°“et \.Ore.\'\'_%,'\',rcv\s": =13 (’t U"B qir
Suma\)nen&a me,u.Om ws“w.é 1 oksemee‘\: {u dOrAa oj M‘T&A
T oq Lid t cbsered 'F‘"‘ Nﬁm\e‘t. Mgone't deanes ved +£=0.
Ausstend £L \')oec\a) sefk -fra mdom{:) blir derwed
2= 2 V-F = 35m  (med 2=bhm). Dot bebyr b jonda
M fum bl rpnet etter en bid £ =2/ 212506 <
= pede ne frim tl woonet L god Lid for det “dp

[Eksfeeu\e,\t, CERN 1135 = Bailey ¢t ol Physics Leters 558, w20 (\qvfsﬂ |



la

T v'ulkmﬁpa.ro.dokse‘t

v
.Ii -> 4 )
%

B reLser U‘Qkk ‘f\'& A N Sh,u,r, 03 kow\mer 'l:’t.“)a.‘le .
KLokkg A wnwser a‘\: B her umr't \)ov-'\:e €n ‘l:a.A T mens

p)

klokke B wisee at B har vedt borte en +id T/%.

Mew: Kan kke B oyr-fdhe sd;oum stk & det er han
Som €r L O, wens A reiser weklk oq komr 'lulbduz
J si-Fdl wle B -Forue-\'l:e at A har milk en Hd

T/%¢ pe sin klokke,

Net! Sl‘EM%unen er '\.‘l‘le SBMQ“:V&Sk. A53nme{rien hounev-
ar ot B Snur . Hen endrer sin \u.s{:-ake‘t {r« v

+l -+ °q u:l:sé&es AenueA -‘:Or en ckﬁ(zfagon (SOM han
sy ban mile ) M.c.o.,, B shifte F‘" et wvfhdjjs‘:em
'l',i.l_ et &m\et.

Denne &s:‘vnmetri.ew Ran \L‘un.cles mee vv'ﬂorps't ared & Betra‘z'b_
lsssiﬂmler emitket -fm A oq B wed jewne we\Lomrowm (miU: pe
A oq B's eye blokbec!) oy bewfhe Doppleceffelben : P2 wei
ut wotker bide A‘ o B den adves sijul med vedwsed ‘F'e\lm\s

§\= S[Q"Q/ (‘*@1/1 Nér & Sy motkar Wan SLELQ SiaM‘tf oned {l‘tklmd

" {U/O-PYA L A, mew det tne enkid L/ f3e A beggraer &
SO [ e Mbendd Lo e A by




Eks.2:  Klokker ¢ rg'&-F_B__wcH: ch'a

Neyeletiqe Cs-kloldker plasseces Flﬂ som giv rundt jorde.
Tidsdilstesion malt med en ngycitighet p2 ca. 10%

L Hefele oy Kocbing, Science B2, 1tk (1932) ]

Med v ~500km/t ~ o ™A lolic ® = 41410, Dermed, med
AU % M iveer = 410's, blir at = ab (1-167%) = at -4.107%.
Dus: leldkke i flyet her schbnet sy c2 4 nanosdeunder @ fochold
H) et klokke p Jorde.

Vi har sett ot dsz =dx'~c\x* Rin vare 'Posi.‘l:iar, heﬂa‘blu'
elle- Lk wudl. Sier ot en 4A-vektor Xp er

rmreﬁd: (“ SPc.ce-lLke”) dersom X',_ X >0

bl (“ bime-le) = %%, < O

awll (“ lght-Lke")  —*— %%, =0
Yoorfor disse beteynelsene %
Betrekt to “\)eai,\reu\né‘:cr» beskrevet wed Whe- Xap = <:; , e q)
©q X"P‘ - (E: ; i,c"'—,). Serc s& pa clL-FFerc.se.u-e.H:orevs

X“. - X|",-X‘lp = (;3‘-:1) .LC('\'-|'+4))

me& NOTm

KXy = 1R-81 - & -ty



Velger koord system slk b T -7, ligger luys 2-chsen,
J et SJS{ZEM S som beveger seq mmed \f\u‘\:ﬂke“: v lags 2-chsen,

Wi de ¥ '-'-%(‘k'%‘;'-i), 09 dermed

£ -4 = ¥kt - 5e2) = Blebitd-plz)]

Huis Xt" ec romretket  (eller nuU.), er XP Xp. > 0, dus
clb-ta] ¢ l2-2,.)

eq W len clbid fiwme en hustighet v<c  som qir i, -t =0,

Dus, dek ‘Fx\nes dlkd et iner'(:i.al{js":em S med \r\c.s{:i.jt\d: Ay

L ‘C,rkou S der de to beJiAreerxel:ene oﬂof&ﬂ:es Som.

samultane .

Mis X, o bdweltel e X X, <0, dos
C|‘l:\-‘t1‘ b4 \%|‘11.‘,

&9 U kan ikkg, -Fi.me, e‘l: u\eﬂ:ul.s:jrl:em S' der de 'l':o bedbrenl\d':no.
ow{d&es Som. s'um.\ta.ne.

AHZSZ. : Hendelser med romrettet Sepc.ro.g\w\ ken ikke {or\:ix\ths med
- Soﬂul som 32\- med \ﬂs\\d\:«j\\e{: C, W™.co0., de £o hendelsene
ken  ikke Lv\-Fluere ‘wm—mc‘m. Ken q\pres Si-ma.u:ane, sé a{:af”
%q “eer er ikke en“:JJ»‘j bestendt. |
Hedelser med Hidsrethet Seperasion kean -For'oi.ndes wed s‘sml
som gtr wed hastighet ¢, sk de to hendelsene len  influene
hvecendre. NE Ren imidlochd hendedsene ke &ﬁres somalkene (dus
his ‘\:|7‘l‘4 S er 0353. {:: Yl:-.‘, L.Jb. in&kalsaslcm S'), ¢ "‘3
“dter er enb&'s besknt. . Kausditet. : Arsce {or- whnusj!



F'Lrer\nasl:ij\\e'\i

W, = c\x,,,/c\'c

U-'g er en L"'U‘Ch'tm' AG. Axf“ er en Ll“\l'ekt()r 3 C"‘C éc éen
(\_Oren‘ki b\.we-ri.sn't) $kal4.r

dx, = (e\x.L

-7\%"% =\8"¢SF.=\G"L

Le c\‘E)

)

Fi.rer\us\:iﬂko.‘l:eu ec +idsreftet:

2

U»ru.” = \szt - Flci = l\Jl__--'\s-'c?c-:a. ® = C:L < 0
‘:Lrer $"Zrﬁm‘\:e'&L\gt_
- (.
Konbimuibetsligningen © V-] + 3t = O
I = Stfﬁmﬂw\et

g = Mnbss“:e'lﬂ\e‘l:

Ved ¢ demne Y-vekboren . = (F, teQ) ke honblign
SL-"L\I'QS Pz. 'Fomen

2 . _ .
My 3\*=(al~<\r—0



Q-Hze wen“:e't er (.h" ne_{h)ﬂ: q"\reti‘:oren. go\k

» )

126.

dec g, ec

(Lt‘maf‘fdt‘\dln L i.ne-‘tL‘les'temél: hwor (AANZ-aeng er o ro, eq

hp o frechastigheten:

A‘L: g"u'l" = (K‘go?r) Lc\GgA = (g?r) ch\) = (Z) ch)
\—G-AV\L&\'\J:CV\ < ‘Fbr lﬂdwb\aer L beuse(.se blir stprre enn Qe

P4 %Aebv\‘tr:&gohen : Q= \6‘90 > Se

Er s% kor\“.‘.tm.,i:l:e_tskdv\&.‘ae,\ ko\rari,c.n'li ?'

bﬁ. C\Xr_ = L"Lv dx:, = t",p AX; = Lvr, d)(:, s ‘F‘lj‘f‘ &-t

2 W D 2
T o w T Ly %,
2

'Bcrmeé 'tr&hs":orheru- B?.Cle (TX-P oq A.',.

AX',. undor en Loren't%‘}:rms{:orm aﬁ on, oy

vare en Lorentz imreient skeer.

=y ¥eont. \».KA ec Rovericnt H

™ axwells l)ﬂVLLV\ge f '03 -(-i.rer Po‘te nsi_o._l.;

Pi Stmme. ma‘,:c Sowm

’6,. J.r m& der‘For

- - - 9D
v-D =g VxH = } + 2T
v-B =0 VXE = -7%At
- —p —» - - —» IQ; 3
D=¢E +P H= '}1{013 -M (%"‘hrg 3 ,.L°=‘l1r-l(; )



V‘E"'D = \lm S\g\r'ure E"‘V"A
ford&.

Dermed o
vwE + E(ExR) =
= vx(-é +’%-:é

Y
= kan skrure E + 3.% = -Vcb
fordi wxvX =0

L 4
=0 o4 M=

O
e(v4> Ex

5 )

|

o
m
"

S
> v e (-ve-3))
= T¢ %(vA\ “g/e

- | ey - 2D
H:FOB ] '

= J‘:',Vx—é

fl
o—
+
m
4
/'\
d
s
|
A

- > 2 PA
= yxyxA = gl T &, © 'T?:2 - e,

Jdentitetr: vxvxA = v(v-_h.«) = Z-P’«
= Q_‘A’ - La_ ’BZA

v(v XK) =0 for vLL\Q?:.ALs vektor A

{:cr U'\-lhiv-l?ﬂ skalar 'X
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MGXNCU.S L" ll.amnaer or E oj -é er reAu.se.—'\’- “:ul
2 \*jwu\sef fo ¢ o4 A Fremdeles keblede \Asn;usev- .

Liﬂ»\, -For 45 03 A hm « Aekoun.ss U’ 2 u:l:v\s'&e a:‘: T,
‘/w.r en. uss £r_'.g;tt.. \rt.l_jo.'l'- Qv 4’03'\

Da §= VXK, wl _ﬁ bl. wfora.v\c\rét ved 'b-a.nsfnrw\as\'\onen
T K" = 73.\ + v'X (’X: \,i,lkg,.l‘-j Skd.lau)
(husk: 729X = 0), men de E=-vd-2R/t, m: &

S&m'\uAtﬁ ford’.& ‘EramS“:Ormaﬂonem
b — & -¢-FF

-Fr & E ossg ckal ‘(‘oruk w or&«Are‘t Denne {;.‘Ae'ten
A Justet‘e PotenSLalﬂ.ne 4> °q A h‘llns Ju.s'ter WWANUENS elle~

(mer \r&nlﬂ) G w.le WMS‘, z
Et \ru\lfa U‘Aj er . ":a. en X Som orp]tsuef
7— x - 1 ?;‘% =

'Deii‘e er Szkalt t SGLSQ o‘%?m z::%euen
v--’ + ;'}(%'E =0

Mis 7oA + z(%% 0, -Far\n.ﬂSa
V-K' 4+ _(:‘«I(%%_ = V'(A +v’X) + cz;s.‘E(dg_(%%)

[ Dermed :

]
Q
>
¥
'—
9
..e.




I29.

%ml!er ne. Lm‘ti‘:beﬂnael.&e-\ '!:i ¢ Clelaoun L'ani-aena
fr o A
P +3x (v-R) = - %,
7 PP+ 3—(--‘-’3"’) = -S%

AR-u Th (R E3) - - Fod
il
T (P2 R)R - -] ®

Nt bon v innfore _ficerpetensalet A= (R, 1 $)
= LOQN'E%\D&%QLSC& : ")r' A
a%% eue:) @ 03 @ D‘l Ar. = -’Lo jr.

2
‘Her er 3 = ’b,, BP = V - _‘:_‘i%%.. B‘Qlﬁm\aer{'—s O’Dercf‘:or’
mens f@a‘&m&&k&“ i\‘ = (-") u-_g\ Yo Ae-FineA: -P& s.125,

%ech Ap 'Erus-F. som él" des som Uy dys som Xp under en
LOT'QX\:\:%-'\:T&V\.S'FOFM%OV\ ( Dz € en UG L‘.n't S‘Q&l&r
OPecc.“:or ')

= | Meaxwells t\l\ﬂbomdmb\\e teori er \io\ruun‘\:, dvs L
Samdiee  Wed | den spesiielle velchiledsteorien .
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5. Reletivistisk mekenikk

Newtons Lov, F=wma, umsricnt under Geliloitrgnst. oq ikke uwnden
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