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Lgsningsforslag

Eksamen 13. desember 2005
TFY4250 Atom- og molekylfysikk /F'Y2045 Kvantefysikk

Oppgave 1
a. Med
0? | nmx n2r? | nnx
sin =— sin , OSV
0x? L, L2 L,
finner vi energien til egenfunksjonen
. MTT . MyTY . NT2
Ynynym. = Asin sin sin

L, L L
slik:
. h? [ o2 0? 0?
H N, Ty, 1 = —5 | 35 [ 5 [ 5 Nz, My , 1
Yy - 2m <6x2 + Oy? + 82’2) Wy
h2r? <n2 nz + n?

T

L

2m

> wnx,ny,nz - E 1/J7’chunyunz .

Ved en infinitesimal endring dL, av L,, med fastholdt L, har vi
F,dL, = —dFE.

Kraften pa stempelet er altsa

oE _ h?mn? _ h*r?

oL, mL3 mL3’

xT

F,=—

siden n, =1 for grunntilstanden.

b. I grunntilstanden vil de 8 spinn—%—fermionene fordele seg med to i hver av de fire
romlige én-partikkel-tilstandene med lavest energi. Nar L, er i naerheten av L, er kvan-

tetallene for disse fire tilstandene gitt ved
(ng,ny,n,) =(1,1,1),(2,1,1),(1,2,1) og (1,1,2).

Kraften avhenger bare av de L,-avhengige bidragene til den totale energien for de 8
fermionene, som er

E(I)_h2ﬂ-2 2 i_i_i_i_i_'_i — h27T2
T om L2 L2 L2 L2)  mL?

For L, = L blir da kraften

B2

mlL3’

CoEl|
oL, |
L

F, =
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Oppgave 2
a. Med
mw\ /4 mw | o | 152 — 24wt it —iwt
\If(x,t)—(wh> exp{—% la: +3b°(1+e )—I—E—bee
har vi

ot 2h m

= U, {—%mwaQe_zm + Lhw + mw?ba e_i‘“t} ., qe.d.

ih oY, _ 0, - {@h <_mw> [;bQ e~ 2 (—24w) + th_ 20z e_“’t(—iw)] }

Videre har vi

a;; =V, - [—ZL;; (2:{:‘ — 2beiwt)] =, - [_Tr;:‘) (x _ beiwt):| ’

0g
9>, mw mw N
-, . [ ——= = o —iwt 1}
g =0 () [ (e ),
slik at 2 oo
N h \\J .
KV, = ™ a@x; = U - {—;muﬂ (m — be’“‘”t)2 + ;hw] , q.e.d.

b. Ved innsetting i den tidsavhengige Schrodingerligningen, ifi 0¥, /0t = K4V (2)]T, =
HW,, finner vi at

ov,

= U [—%mwzb%_%m + Lhw + mw?bx e
+ %mw2 (x2 — orbhe ™t 4 b2672wt) _ %hw}

= Y- %mw%g.

Dette viser at den oppgitte bglgefunksjonen virkelig oppfyller Schrédingerligningen, for
det harmoniske oscillatorpotensialet

V(z) = imw’s”.

For spesialtilfellet b =0 finner vi fra formlene ovenfor:

L, 0¥,
zhﬁ = %hwlllo = FEy ¥y,
Uo(z,t) (mw>1/4e mwe?  wt (mw)1/4 —mwa?/2h —iEot/h
r,t) = — Xp|l——— —t—— | = | — e e
oL h P17 o 2 h ’
HUy = [K +V(2)]¥y = --- = EyU,,.

Bolgefunksjonen Wy(x,t) (for b=0) beskriver altsa grunntilstanden for oscillatoren.
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Med 1+ cos2wt = 2cos?wt finner vi for b # 0 sannsynlighetstettheten

1/2
(Wy(z,8)|* = (:r:;:) exp {_n;w [1,2 + 10°(1 + cos 2wt) — 2bx coswt}}
1/2
= (m;:) exp{—ﬂgd(x—bcoswt)g},
T

som er en Gauss-fordeling (normalfordeling) med et tyngdepunkt (symmetripunkt)
(z), =bcoswt
som avhenger av tiden.

c. [Det eneste som skiller |Uy(z,t)|? fra sannsynligheten |¥((x,)|?> for grunntilstanden er
at “tyngdepunktet” (senteret av bglgegruppen) oscillerer som (), = bcoswt. Usikkerheten
Az er derfor konstant (tidsuavhengig) og ogsé uavhengig av “utsvinget” b, dvs lik usikkerheten
Ax for grunntilstanden W. Det er forsdvidt enkelt 3 beregne denne vha Gauss-integraler. Men
for denne spesielle bglgefunksjonen kan vi bruke en alternativ og mer slagkraftig metode:]

Vha resultatet ovenfor for 0WU,/0z finner vi

o mw i 0V,  mw h mw ot
aly = gh(x‘l’“mwax)—vgn"I’b'[“mu(‘n)(x‘be )
= be ™t % U, =aV,, q.e.d.

Vha denne formelen er det enkelt a beregne forventningsverdier for tilstanden ¥,: Med

(a) = /\Ifzk aVydr = « og <aT> = /\I/;k a"Uydr = /(a\llb)*\llbdx =a*

h h
= _ T = _ =
(), v <a +a > \/ Y- 2Re(a) = beoswt,

som er samme resultat som i pkt. b. Tilsvarende er

[ a—al
(pe), = hn;w . < , > = hn;w -29m(a) = —mwb sin wt.

7

finner vi:

Som en kontroll har vi fra Ehrenfests teorem

d d :
(ps) = me (x) = m%(bcoswt) = —muwb sin wt.

d. Vha kommutator-relasjonen aa' — a'a = 1 finner vi at

<x2> = Q?ZW<(a+aT)(a+aT)>:2:;w<6L2+(QT)2—|—CL6LT+CLTCL>
= 2:)—;} <a2+(aT)2+2aTa—|—1>:2:M {a2+(a*)2+2a*a+1}
_ 2;;) (o +a%)?+1] :zzw [(2Re(a))? +1] :2;;0“@2.
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Her har vi brukt resultatet (z) = /57— - 2Re(a) fra forrige punkt. Dermed blir

Tilsvarende finner vi at

() = "5 (lomaio=a) = <2 (a4 (@) -l )
= _f”;w <a2+(a1)2_2a1a_1>:h”2““ [1_(a_a*)2]
= T 14 03m(@)] = " 4 ()
slik at

Apx: V<p92c>_<pz>2: Vhﬂ;w

Disse er tidsuavhengige, slik vi skulle vise, og vi ser at

Ax - Ap, = %h

Oppgave 3

a. De mulige maleverdiene for S* = h®s(s +1) og S, =hm kan angis ved kvante-
tallene s og m, som er

s=0 & m=0, (singlett)
s=1 & m=0,%1. (triplett)

For den oppgitte tilstanden y finner vi:

Sox = 5 (Sh+ 52 D (D (2) = x- (D 2)]
= 5 {[S1xs (DPC) 4 (1S (2) = [Siax- (s (2) = x-(DSex+(2)
= 5 [0 = I @) = (S e (On @) <o

Sa x er en egentilstand til S, med egenverdi lik null (m = 0).
Fra hjelpeformlene

Jeljm) = h\/(j Fm)(j+1xtm)|jm=*1)
folger det at
Sitx+(i) =0 0g Sipx-(1) =hx+(2), =12

slik at

Sux= s Fha @] o5 Sax= s (D),

Folgeliger S, x =0, og
S*x =[S2+hS.+ 5 Sx=0,

s& y er en egentilstand til S* med egenverdi null (s = 0).
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b. Med
1 1

X = EX+(1)X—(2) - ﬁX—(l)XJr(Q)

er koeffisientene (1/v/2 og —1//2) sannsynlighetsamplituder. Sannsynligheten for & male

S, = %h er altsa lik % Ftter en slik maling vil systemet veere i den tilstanden som svarer

til den malte egenverdien, altsa x,(1)x_(2).

Hvis en maler bade 57, og S, for tilstanden Y, og finner 57, = %h, sa ma den samtidige
malingen av Sy, gi —%h, siden summen jo er skarpt definert lik null i tilstanden x.

Med 50/50 sjanse for a male Sy, lik —l—%h og —%h i tilstanden y blir forventningsverdien

< Slz > = 07
og usikkerheten (roten av det midlere kvadratiske avviket fra middelverdien) blir

ASy. = 1n.



