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Oppgave 1

a) D er diffusjonskonstanten. Dette er ein “materialkonstant” som avheng av
lgysemiddelet og substansen som er lgyst. Vi skriv

j = —-DVC(x,t).
Dette gjev

oC (x,t)
ot

+V-j = 0.

Kontinuitetslikninga seier at talet pa partiklar er bevart nar det ikkje finst
kjelder eller sluk. Dette er heilt analogt til elektromagnetisme der ladninga p er
bevart.

b) Vi skriv

1 ipx
C(z,t) = \/—2_71_/ ePe(p,t)dp .

Innsett i diffusjonslikninga far vi

1 °° [de(p, t) 5 } .
— + Dp“c(p,t)| ePPdp = 0.
o [ oo{ 5t p~e(pst) p
Vi Fouriertransformerer tilbake

1 % [9c(p,t) 9 (p—
4 ) D t i(p q)xd d _ .
o | [7& + Dpc(p,t)| e pdx 0




Vi har at
1 - etP=D gy = op—1q) .
2w

Etter integrasjon over p far ein

0c(q,t)

D¢?c(q,t) = 0.
5 T q-c(q,t)

Lgysinga til denne differensiallikninga er

clg,t) = Alge P,

Vi har da at ¢(q,t = 0) = A(q). For a finne A(q), ma vi Fouriertransformere
C(x,t =0) = Co(x):

dat=0 = = [ e

« : 2
= —/—= e T dx
\/271'\/>/
_ —q /4a aw+zq/2a) dr
\/271'\/> /

_ e 4 /4a
\/27r

Altsa er

1
C(Qvt) = \/_2_7T€—q2/4a€—Dq2t )

For & finne C(x,t) Fouriertransformerer vi ¢(g, t):

1 oo

C({E,t) = % e—iqme_q2/4ae_Dq2t dq
& —x?—x
= T 1. N\ ¥ 1+4Dta |
7(1 4 4Dte)

C(x,t = 0) er normert til ein. Vi ser at C(z,t) ogsa er normert til ein. Dette
er ein konsekvens av partikkeltalet er bevart.

Oppgave 2

a) Det forste leddet representerer vekselverknaden mellom magnetfeltet og dei
einskilde spinna. Dette er ein paramagnetisk vekselverknad. p er magnetisk
moment. Det andre leddet representerer naemaste-nabo vekselverknad, der J er
styrken. J > 0 er det ferromagnetiske tilfellet (spinna er parallelle for T' = 0)
og J < 0 er det antiferromagnetiske tilfellet (spinna er antiparallelle for 7' = 0).



b) Hamiltonfunksjonen er
H = —upB(s1+ s2) —2Js182.
Vi har fire moglege konfigurasjonar:

(D, ah, dn, dl-.

Dei tilhgyrande energiane er

E((11)) = —2uB-2J,
B((1)) = 24,
E((11) = 24,
B((1l)) = 2uB-2J.

Partisjonsfunksjonen blir da

Zy, = 27207 4 207 (625,1,34_6—25”3)
27287 1 2287 cosh 26uB

c¢) Middelverdien til spinnet er

<> B eQﬁJSinhQﬂ,uB
5= oo28U + €267 cosh 2BuB

Dette gjev

lim (s) = 1

B—oo

Nar uB > J dominerer det paramagnetiske leddet i H. Nar B — oo kostar
det uendeleg mykje energi a eksitere systemet og det ma difor vere i grunntil-
standen. Denne tilstanden har s; = so =1. Altsa limp_.o(s) = 1.

d) Vi kan skrive

N
H = > H;,
i=1

der H; = —uBs;, altsa er H separabel. Sidan spinna er skillbare har vi Zy =
ZN der Z er partisjonsfunksjonen for eit spinn. Vi har

A Ze—ﬁH(S)

s==+1
e PrB 4 ePrB

= 2coshfuB .

Dette gjev
Zn = [2coshpuB]Y .



Midlere energi er

_81nZN
op

0
= _N% [In2 + In cosh SuB]

= —NpBtanh(GuB .

Vidare har vi

:/1“1Lno<E> = —NuB.

Nar T = 0 er systemet i grunntilstanden og alle spinna peiker opp. For denne
konfigurasjonen er £ = —NpuB.

Oppgave 3

Hamiltonfunksjonen for ein partikkel er
2

H = —,
2m

der p = |p| er impulsen. Hamiltonfunksjonen for gassen er da

Y p2
H = ;%'

Partisjonsfunksjonen er da

1
IN = / e I @Bpy  dPay .

Vi har delt pa N! fordi partiklane ikkje er skillbare. Det er og ein faktor h3 per
partikkel for a gjere Zn dimensjonslaus. Vi har da
ZN
NO= T

der Z er partisjonsfunksjonen for ein partikkel

1
7 = 73 /e‘ﬁH dgpdga:,
Dette gjev
4V & _pgp2
Z = —h3 ; p2e Bom dp

v 2mm 3/2.
h2j3



Innsetting gjev

VN omr\2N/?
Z = — | — .
N NI ( h23 )

b) Vi har

81DZN
ov

0
N
kBTV .

P = kgT

Eller

PV = NkpT.

¢) Den storkanoniske partisjonsfunskjonen er

o0

9 = ZeﬁMNZN
N=0
o0

= Z ePuN <i vy >
NI A3N

N=0
— rv/A? ,
der A2 = h%/2rmkpT. Vi har
L sun
P(N) = ¢ ZN
Midlere partikkeltal (V) er
O0ln®©
NYy = kT
) = ka1
esrv
=
Dette gjev
B_BHN <N>N
ZN = N 3
0 = M
Innsett far ein da
—(N) ()
e
P(N) = N

Dette er ei Poissonfordeling med parameter ¢t = (N).



PV
7 -
T no®
_ ePry
= S5
Dette gjev
PV = (N)kgT.

Dette er ideell gasslov med N — (N). For (N) > 1 er fluktuasjonane i N
neglisjerbare og ein far same oppfersel som i kanonisk ensemble.

Oppgave 4

a) La fi(f) vere sannsyna for at systemet kjem tilbake til tilstand i for fyrste
gong etter n steg. La

S )
fi = Z f n‘n :
n=1
Dersom f;; =1 er tilstanden ¢ rekurrent. Viss f;; < 1 er tilstanden ¢ transient.

b) Trykket til ein Fermigass ved T = 0 er stgrre enn null. Dette i motset-
nad til ein klassisk gass der tilstandslikninga er P = pkgT og der P = 0
for T = 0. Kvantetrykket er ein konsekvens av Pauliprinsippet, som seier
at identiske fermion ikkje kan vere i same kvantetilstand. Dette trykket er
altsa ein kvantemekanisk effekt. Derav namnet. Det er to krefter som gjer
at stjerna er i hydrostatisk likevekt: Gravitasjonskrafta som verkar innover og
kvantetrykket som verkar utover. Gravitasjonskrafta er dominert av bidraget
fra protonar/ngytronar i stjerna, medan elektrongassen gjev det dominerande
bidraget til kvantetrykket.

¢) Vi skriv Z om til eit integral
; /00(21 L+ l)e,l(Hl)@R/T ,
0

sidan ! essensielt er ein kontinuerleg variabel. Sett y = (©r/T)I(l + 1). Dette
gjev

Z = —/ eiy d
Or Jo Y
_ T
TS
Den midlere energien blir da
olnZz
E) = -
(E) 5

[
o~
oS!
N



d) Vi har

P 1 al n
—pdln {1—6_5;" ] .

ksT — nd) (2m)

Integrasjon over vinklane gjev

P 1 o1l—d o0 n
—_— = = In|1—e PP | pd-1t.
kgT R Wd/QF(d/2)/O n[ c }p

Delvis integrasjon med f’ = p?~! og g(p) = In [1 — e’ﬁpn], gjev
d
-
ﬁ n—1

4 —_— _—
g) = —gm—qnp

Trykket blir difor

n 1 217d [e'e) dernfl
T dpd wi(d)2) /0 e — 1
Energitettleiken blir etter integrasjon over vinklane

<E> 1 217d /oo dernfl
) Jo

VT pdnd(d)2 B 1

Altsa er



