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Oppgave 1
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Kommentar: Normalisering ved̊a dele med Plancks konstanth er ikke nødvendig
for å få riktig svar i resten av oppgaven, men det gjørZ dimensjonsløs. Det er
lettestå se ved̊a skrive omZ på formen (brukerbeta = 1/kT og k

m
= ω = 2πf )

Z =
kT

hf

derf er frekvensen til den harmoniske oscillatoren. BådekT oghf har dimensjon
energi (Joule i SI-enheter), så Z er dimensjonsløs.

b)

〈E〉 = −
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c) Ekvipartisjonsprinsippet sier at hvert kvadratiske ledd i Hamiltonfunksjo-
nen bidrar med en faktor1

2
kT til den midlere energien〈E〉. I vårt tilfelle

består Hamiltonfunksjonen av to kvadratiske ledd (og ikkemer!), så midlere
energi skal i følge ekvipartisjonsprinsippet være

〈E〉 =
1

2
kT +

1

2
kT = kT

som var det vi fant i deloppgave b).
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Kommentar: Partisjonsfunksjonen kan alternativt uttrykkes ved en hyper-
bolsk sinusfunksjon:
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Eventuelt kan man skrive dette som:
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f) Lavtemperaturgrensa,T → 0 eventueltβ → ∞:
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Kommentar:〈E〉 → 1
2
ℏω nårT → 0, mens varmekapasiteten går mot null.

g) Høy temperatur,βℏω ≪ 1:
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Bruker så (se feks Rottmann):

x coth x = 1 +
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3
x2 −
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45
x4 + O(x6) x2 < π2

og får
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h) Se figur 1.

i) Frihetsgrader som ikke bidrar til varmekapasiteten ved en gitt temperatur
sier vi erfrosset ut.

Oppgave 2

a) Åtte mulige spinnkonfigurasjoner:

(↑↑↑), (↓↑↑), (↑↓↑), (↑↑↓), (↓↓↑), (↓↑↓), (↑↓↓), (↓↓↓)

med tilhørende energier:

ǫ1 = 0, ǫ2 = 2J, ǫ3 = 0, ǫ4 = −2J, ǫ5 = −2J, ǫ6 = 0, ǫ7 = 2J, ǫ8 = 0,

b) Partisjonsfunksjonen:

Z =

8
∑

i=0

e−βǫi

= 4 + 2 e2βJ + 2 e−2βJ

= 8

(

eβJ + e−βJ

2

)2

= 8 cosh2(βJ)
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c) Midlere energi:

〈E〉 = −
∂ ln Z

∂β

= −2
∂

∂β
ln cosh(βJ)

= −2
J sinh(βJ)

cosh(βJ)

= −2J tanh(βJ)

GrensaT → 0, eller ekvivalentβ → ∞:

〈E〉 = −2J lim
β→∞

tanh(βJ)

= −2J lim
β→∞

eβJ − e−βJ

eβJ + e−βJ

= −2J

VedT = 0 er systemet i grunntilstanden. Grunntilstanden har energi−2J .

d) Korrelasjonsfunksjonen:

Γ13 = 〈s1s3〉

=
1

Z

∑

s1=±1

∑

s2=±1

∑

s3=±1

s1s3 eβJ(s1s2−s2s3)

=
1

Z

∑

s1=±1

∑

s2=±1

∑

s3=±1

(s1s2)(s2s3) eβJ(s1s2−s2s3)

= − tanh2(βJ)

GrensaT → 0, ellerβ → ∞:

lim
β→∞

tanh(βJ) = 1

som over, så
lim
T→0

〈s1s3〉 = −1

Systemet er i grunntilstanden nårT = 0. Da pekers1 opp ogs3 ned (eller
omvendt), og dermed bliraves1s3 = −1.
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Oppgave 3
I denne oppgaven skal vi studere en ideell Bosegass id dimensjoner. Partikkeltett-
hetenρ er gitt ved

ρ = Cd

∫

∞

0

dε
ε(d−2)/2

eβ(ε−µ) − 1

derCd er en dimensjonsavhengig størrelse.

a) Det kjemiske potensialetµ må være mindre ennε, og spesielt lavere enn
minsteenpartikkelenergiε1, hvis ikke kan partikkeltetthetenρ bli negativ.

b) Sidenε1 ≈ 0 for makroskopiske system
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Substituerert = βε:

ρmaks = Cd(kT )d/2
∞

∑

n=1

1

nd/2

∫

∞

0

dt td/2−1 e−t

= Cd(kT )d/2Γ

(

d

2

)

ζ

(

d

2

)

som var det vi skulle vise.

c) Kritisk temperatur:

ρ = Cd(kTc)
d/2Γ

(

d

2

)

ζ

(

d

2

)

Løst forTc:

Tc =
ρ2/d

k
[

CdΓ
(

d
2

)

ζ
(

d
2

)]2/d
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d) Riemanns zeta-funksjon definert ved summen

ζ(s) =
∞

∑

n=1

1

ns

er bare gyldig nårs > 1, det vil si at summen divergerer nård = 1 og
d = 2 og gir Tc = 0. Resultatet vårt i deloppgave c) gir dermed at vi får
Bose-Einstein–kondensasjon nård = 3, men ikke lavere.
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Figure 1:
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