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Dette lgsningsforslaget er pa 5 sider.
Oppgave 1. Kjeder av Isingspinn
En syklisk kjede med tre Isingspinn har Hamiltonfunksjon

H = J(5152+5253+5351). (1)

a)

b)

Skriv ned alle konfigurasjonene og de tilhgrende energiene for denne kjeden.

Siden hvert av de tre Ising-spinnene kan ta to verdier, 1T (0 = +1) og | (¢ = —1), er det ialt
23 = 8 konfigurasjoner. Disse kan sorteres i to klasser:

i. ™M1 og L)l med energi £ = 3J.
i, A ML T I og LT med energi B = —J.

Finn partisjonsfunksjonen Z = e~ #¥ = ¢=BU+S/kB for denne kjeden.

Partisjonsfunksjonen blir

Z = Z e PEW = 967387 4 6P, (2)

Konfigurasjoner 4

Finn midlere energi U = (H) for denne kjeden. Se spesielt pa grensen T" — 0, bade for J > 0 og J < 0.

En direkte beregning av middelverdien gir

90387 4 (_ BJ —38J _ @ oBJ
U:<H>:(3J)>< e +(=J) x6e”  [6e 6e
Z 2e7387 + GefJ
1— e 487 1— et
= (3+5J> x(=3J) = (w) X (3J). 3)
Vi finner samme svar ved a bruke formelen U = —% InZ. Siden T — 0 svarer til § — oo

finner vi at

U —

—J hvis J >0,
T—0

37 hvis J < 0. (4)

I begge tilfeller er dette energien til grunntilstanden (negativ).
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d)

Finn varmekapasiteten C = g—g til denne kjeden.
Vi finner
ou ou 4e*P7 (14 3e*7) 4 (1 — P - 12e487
C=——=—kpB— =kg(8J)* ( ) 4(BJ > )
aT ap (1+ 3e%7)
(46J)2 e4BJ (4BJ)2 e—46J

~ (1+3e%87)2 ks = (34 ¢—187)2 ka. (5)

Finn entropien S til denne kjeden. Se spesielt pa grensen T' — 0, bade for J > 0 og J < 0.
Vi kan bruke sammenhengen oppgitt under pkt b), dvs.

For J > 0 bruker vi uttrykkene
nZ=pBJ+m(6+2e47) BU =387 (1—e*)/(3 44,

som gir
43 e=487
(3+c187)

For J < 0 bruker vi uttrykkene

S =kg [ +1n (6 + 26—45J)] o kpIn6. (7)

InZ = -38J+In(2+6e*7), BU=38J-(1—e*)/(1+3e*),

som gir
12J e*87
S=kp |- +In(24+6e)| — kpn2. 8
B[ (1+3e%87) ( ) 508 ®)
Kommentar 1: Et annen metode er a beregne entropien fra den termodynamiske definisjonen
d dr T cdr’
as = d@ _cdr o S(T) — S(T) =/ cdr
T T mn T

med C gitt av ligning (5). Dette fastlegger ikke integrasjonskonstanten S(Tp), som ikke kan utledes av
termodynamikk alene. Men som en kontroll av uttrykkene kan man hvertfall verifisere relasjonen

08 as ou 0?
72 = 32 —(C="2=_kg—1InZ. 9
aT g 8 ap Bogz ™ )
Denne fplger direkte av ligning (6). De som liker & regne — og som har tilstrekkelig med tid — kan ogsa
kvalitetskontrollere utregningene ved a verifisere at andre likhet i (9) anvendt pa at uttrykkene (7) og (8)
leder til (5).

Kommentar 2: En tredje, “informasjonsteoretisk”, beregning er ved bruk av formelen

S =—kp Z pilnp; = —kp (ZpﬁT Inpppq + 6Py lnputr) R (10)

Konfigurasjoner %
der p; = e BFi /Z. Med

e—487 1 1 e4BJ

Pt = 6+ 20467

24661877 PUT T g 0487 T 9 {gelBT

innsatt i (10) finner man igjen resultatene (7) og (8).

Ved T = 0 er det bare konfigurasjonene med lavest energi (grunntilstanden) som bidrar til (10). Man ser
derfor generelt at
S o kp In (Antall konfigurasjoner i grunntilstanden) . (11)
—
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f) Finn korrelasjonsfunksjonen (sjs2) for denne kjeden.

En enkel metoder er a utnytte symmetrien i systemet:
(s152) = {s283) = (s381) = 7+ (I (13 + 5085 + 35)) =
5182) = (8283) = (8381) = —(J (8182 + S283 + $381)) = —
152 253 351 37 152 1 5283 + 8351 37
1—e 487 -
- <3—|—e45]) Tjo{

Hvis J < 0 er det energetisk gunstigst at spinnene er parallelle, dvs. med s;s;41 = 1. Derfor
finner vi at (s;s;41) — 1 ved lave temperaturer.

hvis J > 0,
hvis J < 0.

— O]

(12)

Hvis J > 0 er det energetisk gunstigst at spinnene er anti-parallelle, dvs. med s;s,41 = —1.
Men siden kjeden bestar av et odde antall spinn er det ikke mulig a ha alle nabospinn
anti-parallelle (systemet sies & veere frustrert). Det beste som kan oppnéas er at to par av
nabospinn er anti-parallelle, og ett par er parallelt. Derfor finner vi at

2 1 1
<5i51'+1> — g X (*1) + g X (+1) = 75

ved lave temperaturer.

Kommentar: En direkte beregning av korrelasjonen er omtrent like enkel: Av konfigurasjonene vi fant under
punkt a) se vi at det er fire der s1s2 = +1 (to med energi 3.J og to med energi —J) og fire der s1s2 = —1
(alle med energi —J). Vi finner derfor at

(sisi) = 2pr1r + (2= 9 prar = 2 (Prer — Putt) »
som igjen leder til (12).

g) Skisser hvordan du ville gjgre tilsvarende analyse av en syklisk kjede med N Ising-spinn, dvs. med Hamilton-
funksjon H = J (stl + Z;.V:*ll 3j3j+1).

Oppgave 2. Kvantemagnetisme

En-partikkel Hamiltonfunksjonen for et elektron (med ladning ¢ = —e) i et magnetfelt B er

1
H= (p+eA)® — gupBs., (13)
2Me

der B = V x A. Etter kvantisering finner man at egenenergiene til H er

FE =

1 1
p§+ n+—|eq+szep, ders,=x-—o0gn=0,1,.... (14)
2me 2 2
Her er ¢ = upB og &, = %guBB. For hver verdi av p., n og s. er det eBA/h degenererte tilstander, der A er
arealet av systemet normalt pa magnetfeltet.
I det store kanoniske ensemblet kan partisjonsfunksjonen for en gass av slike elektroner uttrykkes som

InE  eBv2me . [ de, _ 1/2 _
Bp = _ / In{1 4 e Plezt(ntl/Deatszep—pl | (15)

nar vi ser bort fra vekselvirkningen mellom elektroner.

a) Skisser den generelle sammenhengen mellom én-partikkeltilstandene E,, og den store kanoniske partisjons-

funksjonen = til en ideell Fermigass.

b) Indiker hvordan man i dette spesielle tilfellet kommer fram til partisjonsfunksjonen (15) fra én-partikkeltilstandene
(14).

C) Vis at partisjonsfunksjonen (15) kan omskrives til formen

0 M+1
(-1) M8 eB+\/2me
EDY e P X 2
it M h
x 3 emsMBe i e—(n+1/2)MBeq /0o de-. e~ MBe=x (16)
0 VE&z .

s,=%1/2 n=0
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d)

f)

g)

We expand the logarithm in a series, using the formula

In(l+z) = i %:&, (17)
L=1

with z = e Ble=+(n+1/2)eat+szc0—p]

Utfgr summasjonene over s, og n, og integrasjonen over ¢ i ligning (16).

The summation over s, gives a factor 2 cosh (LBep/2).

The summation over n gives a factor [2sinh (LBe,/2)]".

The integration over p, gives a factor (Lﬁ)fl/2 ra)= (kaT/L)l/Q.

Since ¢, = ;Zf: we may write
eB _ 2mmckpT (LBeq)
2sinh (LBe,/2) Lh  sinh (LBe,/2)
to obtain .
1 & (=t LBp (LBea/2)
= — —_— 2 cosh (L 2 _— 18
Bp X Lz::l Tea ¢ x 2cos (LBep/2) x sinh (LBe,/2)" (18)

where A = h/v/2mm.kpT is the thermal de Broglie wavelength.

Se pa grensen B — 0 av resultatet ditt fra punkt d). Ligner resultatet pa partisjonsfunksjonen for en ideell

elektrongass?

Since ¢, and €y is proportional to B they will also go to 0 as B — 0. In this limit the factor

from s,-summation, 2 cosh (LBe,/2) — 2, which is the correct degeneracy factor for a spin—%

particle. Since further the factor from n-summation, (LBe,/2) [sinh (LBe,/2)]"" — 1, we get
back the correct fugacity expansion for an ideal non-relativistic spin—% Fermi gas.

Den midlere magnetiseringen pr volumenhet er her gitt ved uttrykket

v-(2) )

Beregn dette uttrykket til forste orden i fugasiteten z = A=3 efH, der A = h2/\/27kgTme er den termiske
de Broglie bglgelengden til elektronet. Du kan anta at stgrrelsen uw = Bup B er liten, og bare beregne M til
fgrste orden i w.

To first order

1 BupB/2
Bp=p— Feﬁu x 2cosh (gBupB/4) x Sin(h(l?/m/B)/%

2
R %eﬁ“ {1+ <g8:1,)> (ﬂHBB/2)2+"'}7

which gives

10 2 g? 1\1
M=-—"fp=—c"x|Z=—-2)=puiB

_ 1 92 1 2
= L6p (8 _ 3) 1B, (20)

For hvilke verdier av g er systemet paramagnetisk, og for hvilke verdier av g er det diamagnetisk?

We see from equation (20) that the system is paramagnetic for g2 > % (i.e. g > 1.633...) and
diamagnetic for g2 < §.
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Oppgitt: Noen av uttrykkene under kan veere til nytte ved lgsning av eksamenssettet.

M, (21)



