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a) Med motstand R og kapasitans C' i serie:

Q
\% t=RI+ =
0 COS W —l—C

(Kirchhoffs spenningsregel) La oss fgrst benytte anledningen til a reklamere for & bruke kom-
pleks notasjon, ved a lgse oppgaven uten kompleks notasjon!
En partikuleerlgsning av differensialligningen

RQ + % = Vycoswt

vil generelt veere pa formen
Q(t) = acoswt + bsinwt

eller, ekvivalent, pa formen
Q(t) = Qo cos(wt + 3)

Med den siste formen innsatt i ligningen fas

—wRQy sin(wt + ) + % cos(wt + B) = Vp coswt
For a bestemme )y og ( bruker vi

cos(wt 4+ ) = coswt cos § — sin wt sin 3

0og
sin(wt + 3) = sinwt cos 3 + cos wt sin 3

Sammenligning av koeffisienter foran coswt og sinwt gir da
—wRQqsin 3 + % cosf = Vy
Q . ,
—wRQqcos B — rel sinG = 0

Den siste av disse to fastlegger fasevinkelen (3:

tan f = —wRC
Da fglger det at

Sin2 ﬂ 2

w0 (WRC)



dvs

1 — cos? 3 9
i (WRC)
eller
1
cosfl= —————
1+ (wRC)?

Da kan vi bestemme @) fra den fgrste av de to ligningene ovenfor:

—wRQgsin B + % cos 3=V,

Qo Vo
= (1 —wRCtang) = s
1+ (wWRC)?
Med andre ord: Vo
Q) = ——2=— cos (wt — arctan wRC)
1+ (wRC)?
Strgmmen [(t) blir den tidsderiverte av Q:
I(t) = WG sin (wt — arctan wRC)
1+ (WRC)?

Vi har generelt at
—sinx = cos(x + 7/2)

sa vi kan skrive I(t) pa formen
I(t) = |Io| cos (wt — «)

med
wVC
o = 2
1+ (wRC)
og
T
a = arctan wRC — 5

Litt kronglete, men overkommelig for en sa enkel krets. Likefullt kan en vel se for seg at dette
kan bli bortimot uhandterbart for litt mer kompliserte kretser.
La oss bruke kompleks notasjon og overbevise oss om at vi far samme svar, bare pa en enklere
mate. Vi setter

V(t) = Voe™!

og tilsvarende for ) og I. Kirchhoffs spenningsregel gir da

QO zwt

RQOiwezwt V ezwt



dvs

__WC
Qo=1 +iwRC
med absoluttverdi
VoC
Qo = ——5
1+ (wRC)

og fasevinkel
0 = —arctanwRC

Strgmmen blir

) — iwt M iwt
[(t) = @ = wQoe™ = 7= p5e
dvs .
iwVpC  wWC

Iy

~ 1+tiwRC  wRC —i
med absoluttverdi

wVoC
7o) = =22
14 (wRC)
og fasevinkel (idet vi setter Iy = |Iy| exp(—ia))
; 1
a = — arctan
wRC

Altsa samme svar, men mye mindre arbeid... (Du kan jo sjekke selv at fasevinkelen virkelig ble
den samme, dvs du ma sjekke at arctanz — 7/2 = —arctan1/z.)

Til slutt: Er resultatet rimelig? La oss sjekke grensene “sma” og “store” frekvenser:
T
w—0: |Ij] =0 og a— —arctanoco = 5

Dette virker fornuftig: Null likestrém gjennom en kondensator. Dermed hele spenningsfallet
over kondensatoren, og (-) 90 graders faseforskjell mellom spenning og strgm (dvs: den bittelille
strommen som gar der dersom w er bittelitt forskjellig fra null), alternativt § — 0, dvs null
faseforskjell mellom patrykt spenning og ladning pa kondensatoren.

wVoC Vo

RC " R og a — —arctan0 =10

w—o00: |f] —

Dette virker ogsa fornuftig: Hele den patrykte spenningen gjenfinnes som spenningsfall over
motstanden. Strgmamplituden |I| kan ikke bli stgrre enn Vp/R. Sammenhengen mellom
ladningsamplituden |Qy| og strgmamplituden |Iy| er |Iy] = w|Qo|. Nar w blir stor og |[y| er
begrenset til Vo/R, ma det bety at |Qo| ma bli liten.



b) Med motstand R og kapasitans C' i parallell:

Vocoswt = Rl :%

(dvs Kirchhoffs spenningsregel anvendt pa begge slgyfene). Videre
[=Ig+Io=1Ig+Q

(dvs Kirchhoffs stromregel).
Her er det faktisk omtrent like enkelt a regne med reell eller kompleks formalisme. Jeg velger
den komplekse (se ogsa gving 4): .
V(t) = Voe*
Dermed: VoV
] S _0 iwt
FTRTRC
og '
Q=VC =V,Ce™'

Altsa, for total strgm:

I=Ir+Q= (% + iw%(]) et = % (1+iwRC) e™*

Fysisk (total) strgm pa formen
I(t) = |Ip| cos(wt — )
gir amplitude

11| :% | + (WRC)?

og fasevinkel
a = —arctanwRC
“Grensesjekk”:

v
w—0: |IO|—>§0 og o« — —arctan(0 =0



Dette virker fornuftig: Null likestrgm gjennom kondensatoren, all strgm gjennom motstanden.
w—00: |l = wWC(— o) og a— —arctanoco = —m/2

Dette virker ogsa fornuftig: Maksimal ladning pa kondensatoren, Qo = V,C, oppnas veldig
raskt, sa strommen inn pa kondensatoren, I = wVyC', blir stor. Strgmmen gjennom mot-
standen, Ir = Vy/R, er gitt ved Ohms lov og svinger i fase med den patrykte spenningen,
uavhengig av om w er stor eller liten. Total strgm domineres imidlertid av Io, sa fasevinkelen
blir den samme som i en V C-krets.

|'o]

¢) Med motstand R og induktans L i serie:
V — LI =RI

dvs .
LI+ RI = Vycoswt

Med kompleks notasjon, V' = Vyexp(iwt), I = Iy exp(iwt), far vi

Liwly + Rly =V

eller
PR
"7 RtiwL
med absoluttverdi
Vo
| = ———==
RZ + w22

og fasevinkel (igjen, med I, pa formen |Iy| exp(—ia))

) wlL
o = arctan —
R

“Grensesjekk”:

1%
w—0: \IO\HEO og «a — arctan0 =0



Dette virker fornuftig: Med likespenning representerer spolen rett og slett en kortslutning, og
kretsen bestar bare av spenningskilden og motstanden.

w— 00 : |IO|—>—E—>0 og « — arctanoo = /2
w

Dette virker ogsa fornuftig: Patrykt spenning svinger sa raskt at vi ikke far etablert noen
strgm gjennom spolen. Hele den patrykte spenningen gjenfinnes som en indusert motspenning
i spolen. Dermed null spenningsfall over motstanden, og null strgm. Fasevinkelen « blir som i
V' L-kretsen.

Vi kan ogsa tenke slik: Spenningsfallet over motstanden har amplitude R|Iy|. Spenningsfallet
over induktansen har amplitude Lw|ly|. Ingen av disse kan uansett bli stgrre enn amplituden
til den patrykte spenningen Vj. Dermed, hvis w blir tilstrekkelig stor, naermere bestemt hvis
w > R/L, ma |I,| bli liten.

Skisse av strgmamplituden:

|'o]
Vo
R




