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a) Med motstand R og kapasitans C' i serie:

Vocoswt = BRI+ 2
o COS C

(Kirchhoffs spenningsregel) La oss forst benytte anledningen til a reklamere for a bruke kom-
pleks notasjon, ved a lgse oppgaven uten kompleks notasjon!
En partikulaerlgsning av differensialligningen

RQ + % = Vpcoswt

vil generelt vaere pa formen
Q(t) = acoswt + bsinwt

eller, ekvivalent, pa formen
Q(t) = Qo cos(wt + )

Med den siste formen innsatt i ligningen fas

—wRQgsin(wt + B) + % cos(wt + B) = Vpcoswt
For a bestemme @y og [ bruker vi
cos(wt + ) = coswt cos B — sin wt sin 3

0g
sin(wt + B) = sinwt cos 8 + cos wt sin 3

Sammenligning av koeffisienter foran cos wt og sinwt gir da
—wRQysin B + % cosfB = Vj
Q . ,
—wRQqycos B — el sing = 0

Den siste av disse to fastlegger fasevinkelen f:

tan f = —wRC
Da fglger det at
sin? /3 9
= (wRC
cos? 3 (WRC)



dvs

1 —cos?p 9
2 TY P C
cos? 8 (WRC)
eller
1
cos 3 = ——
1+ (wRC)

Da kan vi bestemme @) fra den fgrste av de to ligningene ovenfor:

—wRQysin § + % cos B =V,

Qo Vo
=0 (1= =
= C (1 — wRC tan B) o5 B
VoC
= Q= ——
1+ (wRC)
Med andre ord: Vo
Q(t) = ———=—— cos (wt — arctan wRC)
1+ (wRC)?
Strgmmen I(¢) blir den tidsderiverte av Q):
I(t) = WG sin (wt — arctan wRC)
1+ (wRC)?

Vi har generelt at
—sinz = cos(z + 7/2)
)
cosx = cos(—x)

sa vi kan skrive I(t) pa formen
I(t) = Iy cos (wt — «)

med

wVoC
Iy= ——
1+ (wRC)

og -
o= i arctan wRC

Litt kronglete, men overkommelig for en sa enkel krets. Likefullt kan en vel se for seg at dette
kan bli bortimot uhandterbart for litt mer kompliserte kretser.
La oss bruke kompleks notasjon og overbevise oss om at vi far samme svar, bare pa en enklere

mate. Vi setter .
V(t) = Vo™t

og tilsvarende for ) og I. Kirchhoffs spenningsregel gir da

RQoiwei“’t + %eiwt — %eiwt

2



dvs

VC
@ = 1+ iwRC
med absoluttverdi
VoC
Qol = —2
1+ (wRC)

og fasevinkel
B = —arctanwRC

Strgmmen blir
wVyC

T 1+iwRC

twt

I(t) = Q = wQoe™"
dvs
wVpC wWC

I, = —
T 1+iwRC ~ WRC —i

med absoluttverdi

og fasevinkel (idet vi setter Iy = |Iy| exp(—ic))

« = arctan
wRC
Altsa samme svar, men mye mindre arbeid... (Du kan jo sjekke selv at fasevinkelen virkelig ble
den samme, dvs du ma sjekke at 7/2 — arctan x = arctan1/x.)

Til slutt: Er resultatet rimelig? La oss sjekke grensene “sma” og “store” frekvenser:
T
w—0: [[h] >0 og a—)—arctanoo:—§

Dette virker fornuftig: Null likestrgm gjennom en kondensator. Dermed hele spenningsfallet
over kondensatoren, og (-) 90 graders faseforskjell mellom spenning og strgm (dvs: den bittelille
strgmmen som gar der dersom w er bittelitt forskjellig fra null), alternativt 8 — 0, dvs null
faseforskjell mellom patrykt spenning og ladning pa kondensatoren.

wWhC V)

“RC - R og a— —arctan0 =10

w—o00: |[h] —

Dette virker ogsa fornuftig: Hele den patrykte spenningen gjenfinnes som spenningsfall over
motstanden. Det svinger for fort til at vi rekker a fa ladet opp kondensatoren, |Qo| — 0.

Nar vi na har bestemt I med absoluttverdi og fasevinkel, har vi jo ogsa bestemt kretsens

impedans Z:
W _14+iwRC _ R4 1
L, wC iwC

A



Vi ser at seriekoblingens impedans rett og slett er lik summen av hvert enkelt seriekoblet element
sin impedans, henholdsvis R for motstanden og 1/iwC for kapasitansen. En slik kompleks
impedans kan vi skrive i “kartesiske koordinater”,

Z = ReZ +1imZ

eller i “polarkoordinater”,

7 =|Z|e™
For denne kretsen er
ReZ = R
1
Imz7 = ——
m wC
1Z] = R+ (1/wC)?
¢ Im”7z ;
o = arctan —— = — arctan
ReZ wRC

b) Med motstand R og kapasitans C' i parallell:

Vocoswt = RIp = %

(dvs Kirchhoffs spenningsregel anvendt pa begge slgyfene). Videre
I=Ig+Io=1I+Q

(dvs Kirchhoffs strgmregel).
Her er det faktisk omtrent like enkelt & regne med reell eller kompleks formalisme. Jeg velger
den komplekse: '
V(t) = Voe*
Dermed: VoV
I —_ _ — _0 wt
"“RTRC
og '
Q=VC =V,Ce™*

Altsa, for total strgm:

I=Ir+Q= (% + inoC) et = % (1 +iwRC) e™*

Fysisk (total) strgm pa formen
I(t) = |Iy| cos(wt — )
gir amplitude

v
\Lﬂ:iﬁ 1+ (wRC)®



og fasevinkel
a = —arctanwRC

“Grensesjekk”:
v
w—0: |[Ih] — EO og a— —arctan0 =0
Dette virker fornuftig: Null likestrgm gjennom kondensatoren, all strgm gjennom motstanden.
w—00: | = wVpC(— o) og a— —arctanoco = —7/2

Dette virker ogsa fornuftig: Maksimal ladning pa kondensatoren, Qg = V,C, oppnas veldig
raskt, sa strgmmen inn pa kondensatoren, I = wVyC, blir stor. Strgmmen gjennom mot-
standen, Ir = Vu/R, er gitt ved Ohms lov og svinger i fase med den patrykte spenningen,
uavhengig av om w er stor eller liten. Total strgm domineres imidlertid av I, sa fasevinkelen
blir den samme som i en V C-krets.

Impedansen blir

Vo R _ R- iwR*C

Iy 14+iwRC 1+ (wRC)?

Med andre ord,

R
ReZ = —
¢ 1+ (WRC)?
wR2C
Im/ = —— ——
" 1+ (wRC)?
R
2] = —
1+ (wRC)
a = —arctanwRC

For sma w er Z ~ R og for store w er Z ~ 1/iwC.
Med dette har vi omtrent nok informasjon til a tegne en brukbar skisse av |Z(w)|. Er vi litt
ngye, kan vi jo sgrge for a fa riktig helning pa kurven ved w = 0:

a4
dw
Med andre ord, kurven gar flatt ut fra |Z(0)| = R:

Z()|u=o = [—% ‘R(1+ wRCY) " 20RC-RO| =0

w=0

74
R




Altsa: Hgy motstand for lave frekvenser, lav motstand for hgye frekvenser; et sakalt “hgypassfilter”,
som diskutert i forelesningene.

¢) Med induktans L og kapasitans C' i serie:

. Q
V-LI=—=-
C
dvs
LQ + Q = Vjcoswt
C
Med kompleks notasjon, V = Vjexp(iwt), I = Iy exp(iwt) og @ = Qo exp(iwt), far vi
L(iw)*Qo + @ _ Vo
C
eller .
_ 0
Qo= 1—w?LC
og dermed
. _wWC
fo = iw@o = 1—w2LC
med absoluttverdi
ol =
N - w?LC

og fasevinkel (igjen, med I pa formen |[y| exp(—ic))

o= iarctan% = 4 arctanoco = ig

Dersom w < 1/+/LC, blir « = —7/2, dersom w > 1/+/LC, blir o = +7/2.
Impedansen for denne kretsen blir
Vo 1-wLC  W?LC—1

— =3

7 -0 _
I iwC wC

altsa rent imaginar. Pa resonansfrekvensen

1

0:—

VLC

har induktansen og kapasitansen like stor impedans (i aboluttverdi), men motsatt fortegn, slik
at total impedans da blir lik null. Vi ser at strgmamplituden da blir (uendelig) stor. I praksis
vil en slik krets aldri ha null resistans. (Bade tilfgrselsledninger og spolen har en viss resistans,
muligens liten, men aldri helt lik null.) Da vil strgmmens amplitude vaere begrenset oppad til
Vo/R, der R er total resistans i kretsen.



