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Sammendrag

| klassisk fysikk vil en partikkel som sendesinn mot en potensiabarriere ikke kunne
transmitteres med mindre partikkelenergien overstiger barriereenergien. Kvantemekanisk vil
imidlertid ogsd en partikkel med energi som er mindre enn potensial barrieren kunne
transmitteres gjennom barrieren. Dette fenomenet kalles tunnelering, og skyldesat eni
kvantemekanikken betrakter partikler som bglger. Sannsynligheten for transmisjon gjennom
en enkelt potensialbarriere er forholdsvis liten. Dersom to eller flere slike barrierer settes etter
hverandre, kan det ved bestemte partikkelenergier oppsta en resonant tilstand som gir stor
eller fullstendig transmisjon. Oppgaven tar for seg hvordan slike potensiabarrierer kan
bygges opp av ulike halvledere i lagstrukturer. Slike halvlederstrukturer benyttes blant annet
for aframstille lasere, og til &lage dioder som kan gi negativ differensiell resistans.
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1. Innledning

Kvantefysikkens hovedprinsipp er at det i naturen eksisterer en partikkel/bglge-dualitet. Det
vil s at en partikkel ogsd ma beskrives ved hjelp av balgeligningen. | klassisk mekanikk er
det ikke mulig for en partikkel a passere eller trengeinn i en potensialbarriere som er starre
enn partikkelens energi. At dette likevel kan skje ble observert satidlig somi 1922 av
Lilienfeld". Dette fenomenet kalles tunnelering og er en kvantemekanisk effekt hvor en
partikkel betraktes som en sakalt De Broglie-bglge. En teoretisk forklaring ble ferste gang
framsatt i 1928 av Fowler og Nordheim?. Vi ser i oppgaven pa denne effekten, og spesielt pa
resonant tunnelering gjennom en dobbeltbarriere.

Vi har startet oppgaven med aforklare kort overgangen fra klassisk mekanikk til
kvantemekanikk, hvor den klassiske energiligningen gar over til Schrodingerligningen. Videre
har vi sett pa strukturen til halvledere. Halvledere kan benyttes for & danne en dobbel- eller
multippel potensialbarriere pa nanoniva Vi har satt opp lasningen av Schrodingerligningen
for en enkelt potensialbarriere og sett pa transmisjons- og refleksjonssannsynligheten for en
innkommende partikkel. Det viser seg at for partikkelenergier lavere enn barriereenergien vil
fullstendig transmigjon vaae umulig for et dikt system. Videre har vi foretatt tilsvarende
beregninger for et dobbeltbarrieresystem, og sett at det daer mulig afa
transmisjonssannsynlighet 1 for bestemte energier. Til slutt i oppgaven har vi sett litt pa
hvilke bruksomréder ik halvleder- og nanoteknologi har, og hvordan en halvlederlaser kan
framstilles ved hjelp av molekylaastraleepitaksi.

En potensialbarriere er en tredimengonal struktur, men det er partikkelens bevegel se normalt
inn mot barrieren som er av betydning for beregningene vare. Det er derfor tilstrekkelig &

betrakte et endimensjonalt barrieresystem. Vi ser hele tiden pa stasjonaae tilstander, det vil si
at vi kun betrakter posisjonsavhengigheten til bglgefunksonen Y .

2. Hoveddel

2.1 Fra klassisk mekanikk til kvantemekanikk

Fraklassisk mekanikk har vi at total mekanisk energi for en partikkel altid er bevart. Den
klassiske energiligningen har formen

K+ U=E, (1)

der K = kinetisk energi = %2 mv? = p?/2m, U = potensiell energi, E = total energi og den
klassiske impulsen p = mv.

Nér en partikkel kommer inn mot en potensialbarriere med hgyde Ug, ma den klassisk sett ha
E 3 Uo for atransmitteres. Sannsynligheten for at en partikkel med E < Ug passerer eller
trenger inni en dlik barriere er dermed null.
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Figur 1 — Potensiabarriere med hgyde U,. Klassisk vil en partikkel med energi E < U dltid
reflekteres.

Det har vist seg at en partikkel med E < Ug likevel kan transmitteres gjennom en slik barriere.
Dette kalles tunnelering, og for & forklare dette og andre fenomener i naturen ma man ga over
fraklassisk partikkelbetraktning til en kvantemekanisk balgebetraktning.

Ved kvantemekaniske betraktninger ma p erstattes av en operator: p = - i N,

deri=+-1 ogh=% =1,05-10% Js.

| en dimensjon har vi px 2> - ihdi , 0g den kinetiske energien blir da
X
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Den klassiske energiligningen erstattes i kvantemekanikken av Schrodingerligningen:
- % d?
—y +Uy=E 3
P y =Ey ©)

y (X) er belgefunksjonen, og beskriver tilstanden til en partikkel. Den kvadrerte
belgefunksionen, ly (X)|, angir sannsynlighetstettheten for at en partikkel befinner seg i en
gitt posision, slik at |y (X)]? dx tilsvarer sannsynligheten for & finne partikkelen paintervallet
(%, x + dx).

2.2 Halvledere og potensialbarrierer

| kvantefysikken kan elektronenei et atom kun okkupere diskrete energiniva. Pauliprinsi ppet
sier at to elektroner ikke kan vaae i samme tilstand. For at to elektroner ikke skal okkupere
samme kvantetilstand nar atomer bindes sammen til krystaller, vil det genereres nye
energinivaer. Nar antall atomer blir veldig stort, vil vi fa kontinuerlige energiband.
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Figur 2 — Fraenkeltatom til krystall

Mellom de tillatte energibandene har vi forbudte energigap. Det nederste energibandet hvor
aletilstandene er okkupert av elektroner, kalles valensbandet. Bandet som ligger over
valensbandet kalles krystallens ledningsband. L edningsbandet kan enten vaare tomt
(isolator/ikke-metall) eller delvis fylt med elektroner (metall). Ved atilfare en energimengde
som tilsvarer gapet mellom bandene, kan elektroner eksiterestil hgyere tilstander.
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Figur 3 — Energiband og bandgap i metall og ikke-metall.

En halvleder er en krystall som ved T = 0 har tomt ledningsband, og som ved gkende
temperatur far eksitert elektroner til ledningsbandet slik at de kan lede elektrisk stram.
Elektronet (n) som eksiteres etterlater seg en ledig tilstand i valensbandet. Den ledige

tilstanden kalles et hull (p).
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Figur 4 — Eksitasion av elektron i halvleder



For lettere afa gkt antallet ladningbaaere, det vil si enten hull i valensbandet eller elektroner i
ledningsbandet, brukes sakalt doping av halvledere. Silisium er en halvleder med fire
valenselektroner. | en silisumkrystall bindes hvert atom til fire andre atomer ved kovalente
bindinger. Dersom krystallen forurenses med atomer som har tre valenselektroner, slik som
f.eks. aluminium, vil disse atomene kunne ta opp elektroner fra valensbandet til halvlederen
dik at det dannes ekstra hull her. Dette kalles en akseptorforurensning, og halvlederen kalles
en p-type halvleder. Hvis vi som forurensning bruker atomer med fem valenselektroner, f.eks.
arsen, vil det femte valenselektronet kunne eksiterestil halvlederens ledningsband. Da har vi
en donorforurensning, og halvlederen kalles en n-type halvieder.
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Figur 5 — Dopede halvledere

E. er energinivaet ved bunnen av ledningsbandet, E, er energinivaet ved toppen av
valensbandet og differansen mellom E; og E, er energigapet Ey. Eq er energinivaet til 5.
valensel ektron pa donoratomet, og E, er energinivaet til ledig tilstand pa akseptoratomet.

Vi ser at E; — Eq << Eq 0g E,— E, << E,. Det er altsd mye enklere dionisere slike
forurensningsatomer enn a eksitere elektroner fraE, til Ee.

Dersom halvlederen plasseresi et elektrisk felt, oppstar en elektronstram i ledningsbandet.
Fordi det finnes en ledig plassi valensbandet vil elektronene ogsa der bevege seg. Dette kan
sees pa som at hullet beveger seg i motsatt retning av elektronstrammen. Den totale strgmmen
i halvlederen blir da summen av el ektronstrgmmen i ledningsbandet og hullstrgmmen i
valensbandet.
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Figur 6 — Halvleder i elektrisk felt. Total elektrisk stram er summen av elektronstremmen I,
og hullstremmen I,

Bunnen av ledningsbandet ligger pa ulike nivai ulike krystaller. Ved alegge ulike halvledere
lagvis, kan denne forskjellen utnyttestil & danne potensialbarrierer. Differansen mellom



bunnivaene pa ledningsbandene i nabokrystaller danner en firkantet potensialbarriere.
Bredden pa barrieren tilsvarer tykkelsen pa krystallaget, og hgyden tilsvarer
potensialforskjellen mellom de to lagene. Slik kan vi lage enkle, doble eller multiple
potensialbarrierer.
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Figur 7 — Illustrasjon pa oppbygging av dobbeltbarriere. Materialet i kontaktene og brannen
kan for eksempel vaare GaAs og barrierematerialet AlAs. Differansen mellom energigapenei
de ulike halvlederne utgjer potensialbarrieren.

2.3 Tunnelering gjennom en enkeltbarriere

Vi betrakter nd en partikkel som kommer inn fra venstre mot en potensialbarriere med hayde
Up og bredde L.
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Figur 6 — Potensialbarriere

Utenfor barrieren har balgefunksjonen formen Y, atsden plan bglge. Innei barrieren har
den formen Z&®*, altsa rent eksponentiell. Fordi eksponentialfunksionen aldri kan bli null, vil
det altid finnes en endelig sannsynlighet for afinne partikkelen i en hvilken som helst
posison.

Vi ser pasituagonen hvor en partikkel sendesinn mot barrieren fra venstre. Den vil enten
reflekteres eller transmitteres gjennom barrieren.



| omréde 1 er lasningen av Schrodingerligningen gitt ved
y1(x) = A+ Be™, (4)

hvor k = —"Z;nE . Det farste leddet beskriver den innkommende bglgen (mot hayre) og det
andre leddet beskriver den reflekterte bglgen (mot venstre). Forholdet |B[/|A[ er

reflekg onskoeffisienten, og uttrykker sannsynligheten for at partikkelen reflekteres. Vi velger
A° 1dlik at |Bf = R betegner refleksjonssannsynligheten. Ogs&innei barrieren (omréde 2) er
I@sningen av Schrddingerligningen sammensatt av to ledd, men er her rent eksponentiell:

y 2(X)= Ce®* + De?*, (5)
J2mU, - E
hvor a = % . | omréde 3 far balgefunksjonen tilbake den oscillerende formen:

y 3(x)= F€* + Ge™* (6)
Siden vi ikke har noen innkommende bglge fra hgyre, vil hele bglgefunksjonen y 3(x) beskrive
den transmitterte balgen. Vi forlanger derfor G° 0. Naer |[F/|JAF = [FF=T
transmisjonskoeffisienten. Fordi summen av alle sannsynligheter er 1, mavi ha

R+T=1 ©)

Vi antar at belgefunksionen er kontinuerlig og deriverbar overalt. Vi har derfor felgende
kontinuitetskrav:

y1(0)=y2(0) (8)
y2(L)=ya(L) (9)
(d/dx) y 1(0) = (d/dx) y 2 (0) (10)
(d/dx) y2 (L) = (d/dx) y 5 (L) (11)

Dette gir oss fire ligninger med fire ukjente:

1+B=C+D (12)
Ce? + De?t = Fe** (13)
ik—ikB=aD-aC (14)
aDe’t - aCe? = jkFe"t (15)



Nar vi laser ut for F finner vi transmisjonskoeffisienten:
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Figur 7 — Skisse av transmigjonskoeffisienten T(E) for en potensialbarriere med hgyde Uy
(figur fra 3).

Vi ser at n&r E > Ug vil a bli imaginaa, og vi kan daskrive sinh(al) p sin(bL), med b =
J2m(E-U, ) /7. Vi kan dafatransmigonssannsynlighet 1 for bestemte energier. Dette kalles

resonant tunnelering. For E < Ug er sinh(al) rent eksponentiell, og sannsynligheten for
transmisjon er forholdsvis liten og kan aldri bli 1. For &fa transmisjonssannsynlighet 1 ved E
< Up mavi benytte to eller flere dike potensialbarrierer etter hverandre.

2.4 Tunnelering gjennom en dobbeltbarriere

Vi gér ndover til & betrakte en partikkel som sendes inn mot to paf @l gende potensialbarrierer
av samme starrelse. Barrierene har en bredde b og hayde Uy, og avstanden mellom dem er w.
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Figur 8 — Dobbeltbarriere
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Med to symmetriske barrierer vil en innkommende partikkel med energi E kunne
transmitteres fullstendig ved bestemte resonansenergier. Dette kalles resonant tunnelering, og
kan forklares ved at partikkelen interfererer med seg selv innei brannen. Nar energien til en
innkommende partikkel tilsvarer et av resonansnivaene, ferer gjentatte refleksjoner mellom
veggene i bragnnen til at de Broglie-amplituden bygges opp. Balgene vil bevege seg i begge
retninger, men ved disse bestemte energiene vil de venstregaende bglgene anulere hverandre,
og de hgyregaende balgene vil forsterkes. Transmisjonssannsynligheten blir da 1, men avtar
raskt nar partikkelenergien avviker fra resonansenerginivaene.

Ved sammensetning av multiple barrierer dannes et sakalt supergitter, og hvis tykkelsen pa
hvert lag er mindre enn de Broglie-bglgelengden (I = h/ p » 200 A for de fleste halviedere)
vil resonansnivaet i hver brann interferere med resonansnivaet i de tilstgtende brennene. Nar
vi kun betrakter identiske sekvenser vil et slikt supergitter resulterei at hvert resonansniva
utvidestil et band av resonante energier omkring resonansverdien. Det betyr at det i praksis
vil vaae starre slingringsmonn for hvilke elektronenergier som gir resonant tunnelering.

Tilsvarende som for en enkeltbarriere vil Schrédingerligningen for partikkelen halgsning pa
harmonisk oscillerende form pa utsiden av barrierene, og rent eksponentielle Igsninger innei
barrierene. Vi ma kreve at overgangene mellom omradene er kontinuerlige og at

bal gefunksjonen er deriverbar her.

Lasning av Schrodingerligningen i de ulike omrédene:

Omrédel: y;(X) = A +Be'™ (17)
mréde2:  y,(X) = Ce® + D€
Omréde 2 (X) = Ce™ + De™ (18)
mréde3:  ys(X) = FE* + Ge™
Omréde 3 (x) = Fe* + Ge'* (19)
Omréde4:  y4(X) =He® +1e¥ (20)
mréde5:  ys(X) = JE*+Ke'
Omréde 5 () = ¥ + Ke'™ (21)

Vi velger ogsdnd A © 1. Davil |Bf? = R (k) gi oss refleksjonssannsynligheten. | omréde 5 vil
det aldri eksistere en venstregaende baige. Vi makreve at K = 0, og l@sningen av
belgeligningen i dette omradet gir oss derfor transmisjonskoeffisienten [JF = T(k).
Kontinuitetskravene gir oss atte ligninger med atte ukjente koeffisienter (se vedlegg). Vi har
n&nok opplysninger til & beregne transmisjonskoeffisienten:

T () =R KF (22)

Vi har utelatt endel regning, og har bare tatt med de viktigste trinnene her*>®. Vi f&r felgende
uttrykk for den transmitterte bglgen:

JK) = €2 1Y (K), (23)
der Y (k) = cosh? (ab) + Y2 sinh? (ab) [s%cos(2kw) - o]

+i sinh (ab)[d cosh(ab) + ¥ s2 sinh (ab) sin (2kw)].

11
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K er proporsjonal med energien til den innkommende partikkelen. Det er interessant & finne
hvilke k-verdier som gir transmigonssannsynlighet 1, og dermed de resonante energiene.
Resonansbetingel sen kan uttrykkes pa ulike mater. Ut fra (23) ser vi at
transmisjonssannsynligheten ma na maksimum ndr vi setter inn minimumsverdien for Y. Den
kan f. eks. finnes ved derivasion av |Y %

9 ve=o (24)
dw

Beregninger basert paligning (23) viser at ligning (24) medferer:

d tanh(ab)

tan(2kw) = —
1- Zd 2 coth(ab)

(25)

k kan ikke | @ses ut fra (25) algebraisk, men vi ma ha resonans ndr ligning (25) tilfredsstiller:
d
cot(kw) = - 5 tanh(ab) (26)
Nar ligning (26) er tilfredstilt antar Y (k) formen:

1- 411d2 tanh?(ab) +idtanh(ab)

Yres = (27)

1+£11d2 tanh?(ab)

Vi ser at Tres = |Yres| > = 1. For bestemte verdier av kow og keb kan ligning (26) | @ses grafisk
ved a finne skjagringspunktene mellom venstre og heyre side.

12



Figur 9 — Grafisk |gsning for resonansbetingel sen gitt i ligning (26) for kow = 8 og kob = 6
(figur fra 7).

Vi ser at for de valgte verdiene av kow og kob far vi fullstendig transmisjon ved tre ulike
energier.

Vi trenger i praksis en spenning for a drive elektronene/ partiklene inn mot barrierene. Dette
vil gdelegge symmetrien vi har forutsatt i vare beregninger. Resonansbetingel sene vil endre
Seg, 0g ingen av resonansenergiene gir lengre fullstendig transmigon. Ved ajustere
barrierehgydene og breddene i forhold til hverandre er det i stor grad mulig 8 kompensere for
asymmetrien som oppstar pa grunn av spenningsfallet. Vi kan daoppnaen
transmigonssannsynlighet som ligger svaat naa 1, og som i alle praktiske tilfeller gir god nok
transmigjon.

Figur 10 — Dobbeltbarriere med patrykt spenning.
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2.5 Anvendelser av halvledermaterialer og resonant tunnelering

Halvledermaterialer har i dag mange praktiske anvendelser. En av dem er laseren. Forlgperen
til laseren var en idé av Townes som gnsket & bruke ammoniakk-molekyler for aforsterke
mikrobglgestrdling. | 1953 fullfarte han og to av hans studenter prototypen maser €ller
microwave amplification by stimulated emission of radiation. | 1958 publiserte Townes og
Schawlow resultatene fra en studie som viste at tilsvarende utstyr kunne brukes til a forsterke
lys. Utstyret ble kalt laser som er forkortelse for light amplification by stimulated emission of
radiation. Tanken bak laseren var a produsere en hay fluks av monokromatisk
elektromagnetisk strdling. Etter hvert ble telefonsel skaper klar over potensialet i slike
komponenter til overfaring av informasjon gjennom optiske fibere. Den farste fiberoptiske
telefoninstallagionen kom i 1977 og besto av en 2,4 km lang ledning under Chicago. | dag
brukes mesteparten av halvlederlaserene som produseres til CD- og DV D-spillere®.

L aserdioder masseproduseres ogsa for fiberoptiske kommunikasjonsprodukter, laserprintere
og laserkopimaskiner.

En mate & produsere lasere pa er & bygge opp strukturer bestdende av lag av ulike halvledere.
En gruppe ved fysikalsk elektronikk pA NTNU jobber med dette (se for avrig
http://ww.fysel.ntnu.no/research/L aboratories/tunglab/). Metoden som brukes for afatil
dlike strukturer kalles molecular beam epitaxy (MBE). | praksis dannes de lagdelte
halvlederstrukturene ved & dampe atomlag for atomlag pa et substrat. Dette foregar i et
vakumkammer hvor lufttrykket er av sterrelsesorden 102 atmosfaarer. For & danne
atomdampen ma grunnstoffene som brukes varmes opp slik at de smelter og det dannes en
atomdamp. De ulike grunnstoffene befinner seg i hver sin ovn tilkoblet vakumkammeret. Nar
en av ovnene 3pnes vil atomene stremmeinn i kammeret og feste seg pa substratet. Tykkelsen
pa hvert lag kan reguleres svaat naye ved hjelp av tidsrommet ovnene er pne og
temperaturen i ovnene. Det er mulig afatil lag som er bare ett eller noen fa atomlag tykke.

Ved alegge ulike halvledere lagvis kan vi falaget en multippel barrierestruktur. | brennene
vil elektroner og hull som stammer fra de ulike dopingatomene kunne rekombineres (se figur
11). Det vil S at elektronet faller ned til et lavere energiniva samtidig som det sendes ut et
foton. Vi kan regulere dette fotonets balgelengde sveat nayaktig ved a variere tykkelsen pade
ulike lagene, og ved & bruke halvledere med ulike bandgap og forskjellige dopingatomer. Vi
oppnar afa dannet elektromagnetisk straling med en helt bestemt balgelengde. En dik type
laser kan blant annet brukestil & detektere og identifisere gasstyper som absorberer straling
med den bestemte bglgelengden. Nyere mobiltelefoner gjar ogsa bruk av dlik teknologi.
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Figur 11 — Rekombinasjon av hull og elektroner i kvantebrgnn. Emisjon av et foton.

En anvendelse av resonant tunnelering i slike lagvise halvlederstrukturer er at vi kan danne
elektriske kretser med en negativ differensiel resistans (NDR). Det vil si at vi i en dlik krets
kan falavere strem ved & gke spenningen. Dette strider mot Ohms lov som sier at strammen i
en krets ma vaare proporsjonal med den pétrykte spenningen. Den farste som oppdaget denne
effekten var Leo Esaki som fikk Nobelpriseni 1973 for oppdagelsen av tunneleffekten brukt i
s3kalte tunnel-dioder®. En tunnel-diode er en spesiell halvlederkomponent som brukestil &
danne regioner med negativ differensiel resistansi en krets. Prinsippet for denne effekten er at
det vil vaare maksimal elektrontransmisjon (altsa maksimal elektrisk strgm) gjennom
strukturen bare for bestemte energinivaer (resonansnivaer). Nar spenningen i kretsen gkes
eller senkes, vil ikke elektronene lengre ha resonansenergi, og transmigjonen blir betraktelig
redusert.
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Figur 12a— Prinsippet bak negativ differensiel resistans. | ahar vi V = 0 og ingen strem
giennom kretsen. | b har vi en spenning som gir elektronene en energi som tilsvarer
resonansenergien, slik at vi far maksimal stram gjennom kretsen. | ¢ gkes spenningen, og
elektronets energi forskyves bort fra resonansnivaet. Det vil g mindre strgm gjennom
kretsen.
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Figur 12b — Stram som funksjon av spenning ved bruk av en tunnel-diode. Vi har resonansi
b, og far en pafalgende region med negativ differensiel resistans.

3. Avslutning

Vi har i oppgaven sett pa hvordan en kan lage potensialbarrierer ved hjelp av lagvis
oppbygging av halvlederstrukturer, og pa tunnelering gjennom slike potensiabarrierer Vi
beveget oss da bort fra det klassiske bildet av partikler, og métte ta hensyn til at energi er en
kvantisert starrelse. For & forklare hvorfor en partikkel kan tunnelere gjennom klassisk
forbudte omréder, métte vi betrakte partikkelen ved hjelp av en balgebeskrivelse. Vi sd daat
det altid vil vaare en positiv sannsynlighet for afinne en partikkel hvor som helst, ogsainnei
barrierene. For hgye og vide enkeltbarrierer er imidlertid denne sannsynligheten svaat liten.
Nar vi s betraktet doble og multiple barrierer, fant vi at det for enkelte energier vil veae
sannsynlighet 1 for transmisjon. Denne effekten kan blant annet utnyttes for & skape en
negativ differensiel motstand i elektriske kretser.
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Vedlegg:
Kontinuitetskrav for symmetrisk dobbeltbarriere med barrierebredde b og brennbredde w:
1y1(-Yw-b)=y2 (-Yav—Db)

b k2w +b) | g k12w +b) — ~AW2W+b) | [gall2w+b)

2.y 2 (-Y2w) =y 3 (-2w)

b Ce2W) | pgaaw) — pgik@2w) | gokvaw)

3.y3 (V) =y 4 (VW)

b FkU2W) | Galkl2w) = aalaw) 4 | caw2w)

4.y 4 (YW + b) =ys (¥oaw + b)

b He—a(l/Zw +b) + |ea(1/2vv +h) _ Jeik(1/2w +b)

5. (d/dx) y 1 (-Y2w —b) = (d/dx) y 2 (-Y2w —b)

b ke KWW +b) i pk@2w+b) — o sea2w+b) | o maa(l2w+b)
6. (d/dx) y 2 (-¥2w) = (d/dX) y 3 (-¥2w)

p -aCe? ") 1 g De?WW = jFetk2) _ jrGektaw

7. (dldx) y 3 (Yaw) = (d/dX) vy 4 (Y2w)

p ikFe W2 _ jkGe kW) = _gHgaliaw) 4 5] gd(l2w)

8. (d/dX) y 4 (Yaw + b) = (d/dX) y 5 (Vaw + b)
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