INNHOLD

Kapittel 1

INNLEDNING TIL
KVANTEMEKANIKKEN

Den teoretiske beskrivelse av naturen som kalles kvantemekanikk ble skapt av
europeiske fysikere i 1925--28. Det var en intellektuell revolusjon, og teorien in-
neholdt elementer som var fullstendig ukjente i klassisk fysikk:

o Kvantisering: Mange fysiske stgrrelser kan bare ha visse diskrete verdier.

» Bglge-partikkel dualisme: En materiell partikkel og elektromagnetisk
straling er ikke sd forskjellige som i klassisk fysikk. Begge har bade bplge-
egenskaper og partikkel-egenskaper.

e Sannsynlighetsutsagn: Den kvantemekaniske beskrivelsen kan bare gi
sannsynligheten for & finne en partikkel pa et bestermt sted.

o Uskarphetsprinsipp: Naturen legger fundamentale begrensninger pé den
presigjon som enkelte fysiske storrelser kan méles med.

* Annihilasjon og skapelse: Enhver partikkel kan tilintetgjores eller ska-
pes.

Kvantemekanikken var ngdvendig fordi en rekke eksperimentelle resultater
var totalt uforenlige med klassisk fysikk. De farste tegn kom ved slutten av det
nittende arhundre, og skapte en krise i fysikken.

Det hadde riktignok tidligere veaert sett fenomener som ikke er mulig & for-
klare klassisk. Linjespektrene er et godt eksempel. Alt i 1752 observerte Thomas
Melvill den karakteristiske natriumlinjen, og med Frauenhofers malinger 1 1814
av de mgrke linjene i solspekiret startet spektroskopien for alvor. Balmers! enkle

'Johann Jacob Balmer (1825-98), sveitsisk fysiker, var larer ved en pikeskole i Basel. Han
hadde studert matematikk, og hans to doktorgrader var ,Om sykloider”og ,Profeten Esekiels
tempelvisjon, anskuelig fremstilt og arkitektonisk forklart”.
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empiriske formel fra 1885 for bplgelengdene A;, i lyset fra en atomar hydrogengass

som det gar strgm igjennom?,

2
_ T
An = 3.6456 - 10 7mn2 — n=3,4,5,6. (1.1)

gjorde mangelen pé forklaring enda mer patrengende.

Det er likevel forskjell pa & ikke ha en forklaring pé et fenomen, og det at en
klassisk beregning av et fenomen gir resultater som ikke stemmer med observa-
sjonene. Det var dette siste som skapte krisen.

Jeg skal kort oppsummere noen viktige eksperimentelle resultater som pa den
ene siden viste at klassisk fysikk kom til kort, og som pa den annen side ga viktig
inspirasjon og bakgrunn for de dristige gjetninger som ledet til kvantemekanikken,
Det er ment som bakgrunnstoff, uten fullstendige utledninger.

1.1 Varmekapasiteten for toatomige gasser

I klassisk fysikk er det enkelt & beregne varmekapasiteten C'y for et mol av en. gass
med toatomige molekyler. Ved temperatur T' er et energibelgp %RT knyttet til
molekylenes tyngdepunktbevegelse, et belgp RT til rotasjonsenergi, og et belgp
RT til atomenes vibrasjoner, med det temperaturuavhengige resultatet Cy = %R
for den molare varmekapasiteten, der R er gasskonstanten. Eksperimentene viste
atskillig lavere verdier. For oksygen, {. eks., er Cy = 2.51 R ved romtemperatur.
Dette viste at klassisk fysikk var utilstrekkelig, og ga ved slutten av det nittende
srhundre stor frustrasjon, men liten inspirasjon til ny teoridannelse.

1.2 Plancks stralingslov

Ethvert legeme sender ut elektromagnetisk straling. Intensiteten og frekvensfor-
delingen av strilingen avhenger av legemets temperatur. I figur 1 er vist den
spektrale emittans I(v,T), definert ved at utsendt energistrgm av striling med
frekvens i intervallet (v, v + dv) er I(v, T)dv, for et svart legeme med temperatur
5900 K. Et svart legeme er et objekt med en fullstendig absorberende overflate.
Et hulrom med et lite hull i veggen er et eksempel pa et sdkalt "svart legeme”,

®N4r den elektriske utladningen gar gjennom hydrogengassen dissosierer Hz og gir energetisk
eksiterte H-atomer. Bglgelengdene (1.1) som sendes ut nir H-atomene gér over i en tilstand med
lavere energi, kalles naturlig nok Balmer-serien. Vi komme naturligvis tilbake til dette i detal].
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fordi hullet absorberer all innfallende straling.

Iy, T
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Planck-kurven
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Fig. 1.1 Den eksperimentelle spektrale sfrélingsemittans for et svart legeme, gitt ved
Planck-fordelingen, sammenliknet med det klassiske resultatet.

En klassisk beregning er basert pd at hver elektromagnetisk svingemode er
som en harmonisk oscillator, og klassisk statistisk mekanikk gir at en harmo-
nisk oscillator i likevekt ved temperatur 7 har en midlere energi k7T, der &k er
Boltzmanns konstant. Resultatet blir

22

I{v,T) = 3 kT (klassisk), (1.2)

der ¢ er lysfarten.

Som vi ser av figur 1.1 si stemmer dette ikke pi noen mate med den ekspe-
rimentelle kurven. Ja, det klassiske resultatet gir til og med at den totale energi-
strgmmen

J(T) = /0 I, T) dv (1.3)

er uendelig! Dette absurde resultatet ble kalt ultrafiolettkatastrofen fordi diver-
gensen kommer ved korte belgelengder A = ¢/v.

I et teselskap sgndag 7. oktober 1900 hjemme hos Max Planck® hgrte Planck
av sin gjest professor Rubens om malingene av stralingenergien. Senere pa kvelden
fant Planck fram til en formel som passet til méilingene:

212 hv
2 ehv/kT _ 1

I(Ua T) = (14)

der h er en ny konstant, senere kalt Plancks konstant, som matte veere omtrent
6.6 - 1073¢ Js for & f3 overensstemmelse med dataene.

#Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858-1947), tysk fysiker, med termodynamikk som hoved-
felt.
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Senere fant Planck ut at han kunne forklare den empiriske formelen (1.4) ved
3 anta at energien for straling med frekvens v var kvantisert i enheter hy, dvs tar
bare de diskrete verdiene

E =0,hv,2hv, 30y, ... (1.5)

Denne energikvantiseringen var en fullstendig ny idé, det var begynnelsen av
kvantefysikken. Planck presenterte dette i et foredrag 14. desember 1900, og denne
datoen kan stid som kvanteteoriens fpdselsdag.

Paradoksalt nok aksepterte Planck aldri® at det var en revolusjonerende ny
idé! For ham var det ,en handling i desperasjon”.

1.3 Den fotoelektriske effekt

Den fotoelektriske effekt er at lys som faller inn mot en metalloverflate kan sli lps
elektroner. Dersom frekvensen er under en viss grense vg sd vil ingen elektroner
komme ut, uansett hvor stor intensiteten i lysstriler er. Videre viste eksperimen-
tene (figur 2) at den kinetiske energi Ey;, av elektronene som blir sldtt lgs er
forbausende nok uavhengig av intensiteten i det innfallende lyset, men varierer
linesert med lysets frekvens:

Eyin = (v ~ 1p) for v > 1y (1.6)

At elektroner i et metall kan rives lgs av det elektriske felt i den innfal-
lende strilen er forstalig utfra klassisk elektromagnetisk teori. Men frekvens-
avhengigheten kan ikke forstis klassisk, for energien i en elektromagnetisk bglge
er proporsjonal med intensiteten og frekvensen kommer ikke inn.

Einstein® forklarte den fotoelektriske effekt ved & anta at lyset besto av dis-
krete kvant, fotoner, med energi

E=hv (1.7)

1Likevel fikk Planck Nobelprisen 1918 for ,oppdagelsen av elementaerkvanta®.

*Finstein {1879-1955) var utrolig kreativ og arbeidsom i mars-juni 1804. I tillegg til full jobb
som ,teknisk elsspert av tredje klasse” i patentbyraet i Bern gjorde han ferdig doktorgraden og
publiserte tre fundamentale arbeider i Annalen der Physik: teorien for Brownske bevegelser, den
spesielle relativitetsteorien, og teorien for den fotoelektriske effekt.
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Fig. 1.2 Fotoelektrisk effekt. a) Apparaturen bestdr av et vakuumrgr med to elektro-
der. Lys som faller inn p3 katoden slar lgs elektroner som kan nd anoden og lage en
strgm < i kretsen. Ved 3 se hvilken motspenning 7 som ma legges pa for at strgmmen
skal forsvinne kan en male elektronenes kinetiske energi Ej:n = eU. b) Kinetisk ener-
gi for Igsrevne elektroner i fotoelektrisk effekt, som funksjon av frekvensen » av det

innfallende lys,

bestemt av frekvensen. Nar et elektron absorberer et foton pker elektronets energi
med hv. Noe av denne energien, W, (kalt frigjgringsarbeidet) ma brukes til &
frigjgre elektronet fra metallet, og resten er elektronets kinetiske energi:

Ekin = hvy — W. (18)

Dette stemmer med eksperimentene®: Fotoelektronenes kinetiske energi varierer
linezert med frekvensen, med en grensefrekvens gitt ved vy = W/h.

Nar intensiteten i lysstraler gker blir det bare et stgrre antall fotoner. Rela-
sjonen (1.7) mellom energi og frekvens blir presis den samme som Planck’ mitte
postulere, likn. {1.5).

SSpesielt gjorde Robert Millikan (1868-1953) ngyaktige malinger og fikk Nobelprisen for
dette og for sin presisjonsbestemmelse av elektronladningens stgrrelse. Millikan ble ledet inn pd
fysikk fordi han var si god i gresk. I sitt andre ar pa college ble han spurt av gresklzreren om
han kunne overta noe undervisning i fysikk. Prestesgnnen Millikan kunne ikke noe szerlig fysikk,
men l@reren hevdet hirdnakket at alle som var dyktige i gresk matte kunne undervise fysikk!

"Ironisk nok aksepterte Planck aldri Einsteins fotonteori. Han skrev i 1913 i et innvalgsforslag
til det prgyssiske vitenskapsakademi: ,En kan si at det blant de store problemer som moderne
fysikk er si rik pd, knapt er et eneste som ikke Einstein har tatt stilling til. At han av og til har
bommet i sine gpekulagjoner, som for eksempel i hypotesen om lyskvant, kan en egentlig ikke
holde mot ham, for selv i de mest eksakte vitenskaper er det ikke mulig 4 introdusere nye idéer
uten en gang ibiant & métte lgpe en risiko.”
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1.4 Compton-effekten

Det eksperimentet som mest direkte viste partikkelnaturen til elektromagnetisk
straling ble utfert 1 1923 av Compton®. Han oppdaget at nér striling med en
vigs frekvens (i rgntgenomridet) ble sendt gjennom et folie, si vil endel av
stralingen forandre frekvens med et belgp som avhenger av retningen pd den
spredte strilingen. Han viste at eksperimentet kunne tolkes som stgt mellom to
partikler, et elektron i foliet og et innfallende foton med energi £ = hv og impuls®

p= hv/c, (1.9)

ved hjelp av bevarelsessetningene for energi og impuls. (Vi fglger standard sprik-
bruk og bruker betegnelsen impuls i stedet for bevegelsesmengde eller driv.) Denne
Comptoneffekten var nok et bevis for fotonbegrepet, og det som til syvende og
sist overbeviste skeptikerne.

I andre eksperimenter (med interferens, diffraksjon, ...) er naturligvis elektro-
magnetisk straling bglger. S& striling viser bade bplgeegenskaper og partikkel-
egenskaper, avhengig av eksperimentet!?.

1.5 Diffraksjon av elektroner

Ikke bare har strdling bide bglgeegenskaper og partikkelegenskaper. Det samme
har elektroner og andre materielle enheter som vanligvis oppfattes som typiske

partikler.
Dersom vi uttrykker belgelengden A for fotoner ved fotonimpulsen p far vi

hc_hcﬁhc

A= E_Ewpc1

C
v

8 Arthur Holly Compton (1892-1962), amerikansk fysiker, kjent ogsd for sine undersgkelser

av kosmisk stréling. Nobelpris 1927 for Compton-effekten.
®Sammenhengen E = pc er den samme som i den relativistisk sammenhengen mellom energi

E = /mict +pc?

for en partikkel med hvilemasse mo = 0. S4 fotoner har ingen hvilemasse. Det falger forsavidt
ogsa av den relativistiske sammenheng mellom fart og impuls,

og impuls

mov pc

= ————— eller omvendt v = ———,
P /T—v2/c? fm3c? + p?

fordi lysfarten (v = c) oppnés bare ved & sette mo = 0. Sammenhengen E = pc gjelder ogsa for
stréling 1 klassisk elektrodynamikk, men ovenstiende relativistiske utledning er enklere.

1°Dersom en synes det er vanskelig, kan en trgste seg med at Einstein skrev da han var 72 ar:
,Femti &rs grubling har ikke brakt meg narmere svaret pd hva fotoner virkelig er.”
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dvs

=R

A=—. (1.10)

Denne relasjonen mellom bglgelengde og impuls (bevegelsesmengde) kalles de
Broglies relasjon fordi de Broglie postulerte at den var universelt gyldig, ogsad for
partikler. A kalles de Broglie-bolgelengden.

Det avgjgrende eksperimentelle resultatet som bekreftet de Broglies hypotese
var diffraksjon av elektroner pa en krystall der atomene virket som et gitter. Den
cksperimentelle observasjon ble foretatt av C. J. Davisson'! og L. H. Germer som
brukte en nikkelkrystall, og like etterpd av G. P. Thomson!? som spredte elek-
troner gjennom tynne {ilmer av gull. De [ikk interferensmgnster pd samme mate
som med rgntgenstraler (eller som synlig lys ved et optisk gitter), og bglgelengden
som en kunne beregne ut fra interferensmgnsteret stemte med de Broglies relasjon
(1.10). Det vil si at interferensmgnsteret kan forklares ved & tilskrive elektronet
en bglge

‘I’(ﬁ t) = A e21ri(é'-'?/)\——ut) —A e‘i(ﬁ-r"—-Et)/ﬁ.. (111)

Her er € en enhetsvektor i forplantningsretningen, og A en vilkarlig amplitude.
Sammenhengene hv = E (1.7) og A = h/p (1.10) er benyttet, og h = h/2m. Nar
bglgelengdene er de samme vil interferensmgnsteret bli det samme for rgntgen-
straler og elektronstraler!

Det at elektroner har bglgeegenskaper ledet til konstruksjon av elektronmik-
roskopet. Det er velkjent at opplgsningsevnen for et optisk mikroskop er begrenset
av lysets bglgelengde, av storrelsesorden 500 nm. Det er mulig & gi elektroner sa
stor energi at de Broglie-bglgelengden deres blir omlag tusen ganger mindre enn
dette. Med et elektronmikroskop kan en derfor se detaljer av samme stgrrelses-
orden som atomer og molekyler.

1.6 Bolgepakkebeskrivelse av en fri partikkel

Planbglgen (1.11) strekker seg over hele rommet og kan derfor vanskelig beskrive
en partikkel. Skal vi representere et lokalisert objekt ma vi bruke en overlagring
av planbglger, en bglgepakke:

U(7 ) = (2nh) 3 f o(p) FTENR gop, (1.12)

"'Clinton Joseph Davisson (1881-1958). Davissons fgrste malinger allerede i 1921 viste at
refleksjonen fra en krystalloverflate varierte sterkt med vinkelen, en effekt Davisson ikke hadde
noen forklaring pa. Etter kjennskap til de Broglies hypotese om partiklers bglgeegenskaper gjen-
tok han og Germer forsgket i 1927. Nobelpris 1937,

12G. P. Thomson, som fikk Nobelprisen (ogss i 1937) for pa denne méaten & ha vist at elektroner
er balger, er sgnn av J. J. Thomson som fikk Nobelprizsen for 4 ha vist at elektroner er partikler!




16 INNLEDNING TIL KVANTEMEKANIKKEN

der E = p?/2m for en fri ikke-relativistisk partikkel.

-~
I ~

f/\'ﬂﬂ [\\\[\\‘m—
‘M\U \J U,\’/"V—

Fig. 1.3 En belgepakke.

Vektfunksjonen ¢(p) bestemmer formen pd quilgepakken Det er ikke ngd-
vendig & ha med den konstante prefaktoren (2mh)™ 2 men som vi skal se senere

er det hensiktsmessig.

Fasehastigheten v; av planbglgen (1.11) er forholdet mellom sirkelfrekvens
w = 2mv og belgetall k = p/h:

2
Uf=2=h_“=E=p/2m=i=3, (1.13)
k Ak p P 2m 2

halve partikkelhastigheten! Uoverensstemmelsen er bare tilsynelatende, fordi en
slik bglgepakke beveger seg med gruppehastigheten

dw dE _p
P 1.14
ST m (1.14)

som det helst burde vzere.
*

I fysikk er det mer hensiktsmessig & finne likningene som fysiske stgrrelser
oppfyller enn 4 sli seg til ro med spesielle lgsninger. Likninger er almengyldige,
lgsningene er szregne for hver ny situasjon. S la oss forsgke & finne likningen
som vir partikkel-bglge tilfredstiller, uansett hva vektfaktoren ¢ () matte vere.
Derivasjon av (1.12) med hensyn pé tida gir

—8-8—\3 = 271'ﬁ, _%fgp L E(PT"Et)/ﬁ- d3
-
= —(21rh)_5—V2 / o(F) @B/ g3y~ 1 I~ 2y (1.15)
R 2m h 2m ’
med Laplaceoperatoren®?
32 32 82
Vi=gstos+ (1.16)

dz2 | oy? | 022

13pierre-Simon de Laplace (1749-1827), fransk matematiker og teoretisk astronom.
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Resultatet

] K2
‘Zt %v"’-xp (1.17)

er Schrédingerlikningen for en fri partikkel. Belgefunksjonen ¥ oppfyller nok and-
re bglgelikninger, men denne er den enkleste. Den er linezr og av fgrste orden i
tida, slik at om vi kjenner ¥ til eft tidspunkt, s& bestemmer bglgelikningen ¥ til
alle andre tidspunkt.

Det er tydelig at vi fikk to gangers derivasjon etter stedskoordinatene pé
hgyre side av (1.17) fordi energien for en fri partikkel er proporsjonal med p?. For
4 tydeliggjgre det kan vi innfgre en annen betegnelse pa derivasjonsoperatorene

ved
N h o . hoo . _ha

= - =—-— =—-—. 1.
Po=70 W=7 dy 8 Px=7 Oz (1.18)
Da kan Schrodingerlikningen (1.17) for en fri partikkel skrives.
22 | 22 o =2
0%  PRABL AP P
h—— = -2 ¥ = v, .
"ot 2m 2m (119)
der
~ R
p=-V. (1.20)

Vi kommer tilbake til dette uttrykket senere nar vi generaliserer til bevegelse av
en partikkel i et potensial.

1.7 Tydning av bglgefunksjonen. Dobbeltspaltforsgk

En kunne tenke seg at interferensmgnsteret i Davisson-Germer og Thomson-
forsgkene var en kollektiv effekt, avhengig av at det var mange elektroner tilstede
i stralen. Men senere forsgk har vist at en fir bygget opp et interferensmegnster
selv nar intensiteten i strilen er si lav at bare eti elektron er i apparaturen av
gangen (eksempelvis ett elektron pr. min, som i et eksperiment av V.A. Fabrikant,
L.B. Biberman og N. Sushkin). Sa bglgefunksjonen for ett elektron mé tydeligvis
interferere med seg selv.

P4 den annen side er det ikke slik at bglgefunksjonen er som en klassisk baglge
som interfererer. I si fall ville ett elektron bare gi et blekt bilde av interferens-
mgnsteret. I virkeligheten gir ett elektron bare ett punkt i interferensmgnsteret,
s4 partikkelaspektet dominerer ved deteksjonen. Fgrst nir mange elekironer har
blitt detektert vil en begynne se interferensmgnsteret. Figur 4 illustrerer dette i
et dobbeltspaltforsgk som er det enklest mulige interferenseksperiment. Det ble
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brukt i 1802 av Young®* for & vise at lys oppfarer seg som bglger; nd viser det at
elektroner (eller andre partikler) oppfgrer seg som bglger.

Fig. 1.4 Interferensmgnsteret i et dobbeltspaltforsgk kommer fram fgrst ndr mange
elektroner er blitt detektert. Antall registreringer {hvite prikker) gker mot hgyre.

Max Born formulerte!® i 1926 fglgende sannsynlighetsinterpretasjon tydning
av I

| T (7, ¢)[2 d®r er sannsynligheten for & finne partikkelen

i volumelementet d°r omkring stedet 7 ved tida ¢. (1.21)

Denne sannsynlighetsinterpretasjonen av bglgefunksjonen muliggjgr at bade partik-

kelnaturen og bglgenaturen til elektronet kommer fram ved slike eksperimenter:
Elekironene detekteres som partikler, og lager manster som var de bglger. Elek-
tronet reiser som en bglge og kommer fram som en partikkel!

Interpretasjonen oppfyller det selvsagte krav om at sannsynlighetstetthet p
er ikkenegativ:

o7, t) = [W(F, B2 2 0. (1.22)

Til ethvert tidspunkt er partikkelen et eller annet sted. Nar en tar med alle

mulige posisjoner ma sannsynlighetene addere seg til 1:

00 00 0O

fff (7, ) dor = 1. (1.23)

—0E-00-CO

“4Thomas Young (1773-1829) var en imponerende vitenskapsmann. Utdannet som lege fant
han &rsaken til astigmatisme og utviklet teorien for fargesyn (Young-Helmholtz trefargeteori).
Hans interferenseksperimenter demonstrerte lysets bglgenatur, og han foreslo at lys var trans-
versale svingninger for & forklare polarisasjon. Han er kjent for teori for overflatespenning og for
Youngs modulus i elastisitetsteori. Om ikke nok med det: Han var egyptolog og var den farste
som tydet moen av Rosetta-steinens hieroglyfer. (Champollion bygget pa dette da han tydet
resten.)

15Max Born (1882-1970), tysk fysiker, Nobelpris 1954 for sannsynlighetsinterpretasjonen. I
kvantemekanisk sammenheng er han ogsa kjent for Born-Oppenheimer-approksimasjonen (kap.
7) og Born-approksimasjonen i spredningsteori (kap. 13).
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S4 dette begrenser hvilke lgsninger av Schrodingerlikningen som er fysisk aksep-
table. Slike funksjoner ¥ der integralet pa venstre side av (1.23) er endelig kalles
kvadratisk integrerbare. For en kvadratisk integrerbar funksjon kan vi ved & mul-
tiplisere med en passende konstant alltid sprge for at funksjonen er normert, som
vil si at (1.23) er oppfylt. Som vi senere skal se sgrger Schrédingerlikningen selv
for at U(#,t) er normert til alle tider dersom den er det ved ett tidspunkt.

I vigse tilfeller, som for planbglgen (1.11) er det pyensyulig problemer med
normeringen. Den enkleste méiten 4 hjelpe seg pa er 4 normere i et kjempestort
hjelpevolum Vj, og i sluttsvaret la Vp — co. Vi kommer tilbake til disse spesielle
normeringsproblemene i neste kapittel.

1.8 Schrédingerlikningen for partikkel i felt

La oss ni se pa en partikkel med masse m som beveger seg i et potensial V (),
f.eks. et Coulombfelt. Energifunksjonen er da summen av kinetisk og potensiell

energi:
=2

- P
H = — . .
7.7 = L+ V(@ (1.24)
Vi kaller energifunksjonen H fordi dette er ogsd Hamiltonfunksjonen (se Appen-
dix A). Vi reserverer betegnelsen F for stgrrelsen av energien.
For en fri partikkel med energi H () = §'2/2m var Schrodingerlikningen (1.17)

~2

ov  p -,
Fe— = o U = v, :
thar = 5 H(p) (1.25)

Det er ikke unaturlig & gjette at med den mer alminnelige energifunksjonen
(1.24) gjelder samme likning der nd energifunksjonen ogsd avhenger av stedet:

O R,

En enorm mengde eksperimenter bygger opp under denne gjetningen: Oppfgrselen
av en partikkel i et potensial beskrives av denne likningen. Vi kommer til 3 lase
denne senere for mange viktige potensialer.

Vi noterer oss at lgsninger av (1.26) ma vare komplekse, fordi en reell tids-
avhengig funksjon ¥ kan ikke oppfylle (1.26). S bruk av komplekse funksjoner i
kvantemekanikk er mer dyptliggende enn i mange andre deler av fysikken der de
bare er hensiktsmessige representasjoner av reelle stgrrelser.

Etter denne innledningen gar vi lgs pd kvantemekanikken. Det er grunn til
4 understreke at teorien ikke kan utledes, pa samme vis som Newtons likninger
i klassisk mekanikk heller ikke kan utledes. Teorien er i likhet med alle funda-
mentale naturvitenskapelige teorier basert pd grunnlikninger som forskere, ledet
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av ekperimentelle kjennsgjerninger, har funnet fram til ved dristige og brilliante
gjetninger.

Kvantemekanikken kan formuleres pa flere ulike mater. Disse er matematisk
forskjellige, men ekvivalente i den forstand at de gir samme prediksjoner for
fysiske stgrrelser. Vi starter med grunnprinsippene for kvantemekanikk beskrevet
i rom og tid, ogsa kalt bplgemekanikk. Selv om endel begreper (som ortogonalitet
og fullstendighet) er mer naturlig knyttet til den generelle formulering, s& tror
jeg det er best & begynne med kvantemekanikken i posisjonsrommet. Det gir
den mest handgripelige framstillingen, og da bruker en verktgyet differensial-
likninger som allerede er velkjent i klassisk fysikk. Den mer generelle formulering
av kvantemekanikken tar vi fatt pa i kapittel 6.

Oppgaver

1. Bruk Plancks stralingslov {1.4) til & vise at den totale energistrgmmen er gitt ved Stefan-
Boltzmanns lov
J=0oT",
der o = (27 /15)k*h%c™2 = 5,67 - 107° Wm K%
2. Vis at dersom stgrrelsen pa energikvantet settes lik null, dvs k — 0, sa vil Plancks formel
(1.4) gé over i det klassiske resultatet (1.2).
3. Vis at maksimum av stralingsfordelingen (1.4} tilsvarer en temperaturavhengig frekvens

vm = 2.82kT/h.

Figuren nedenfor viser frekvensfordelingen av strilingen som strgmmer inn fra verdens-
rommet (den kosmiske bakgrunnstriling), mélt 1989 fra Cosmic Background Explorer-
satelitten. (Abscissen er invers bglgelengde v/c.) Ansli temperaturen som dette tilsvarer.

Intensitet

vie (cm)”

4, Hvor mange fotoner sendes ut per sekund av en 100 W natriumlampe som gir gult lys
med bglgelengde 58% nm? (Forutsett at 50% av energien gar til lys.) Hvor mange vil treffe
gyet til en ocbservatgr som star 5 km borte, nar pupilldiameteren er 5 mm?

5. Hvor kort ma bglgelengden vere for at en elektromagnetisk strile skal frigjgre elektroner
fra nikkel, der frigjgringsarbeidet er 4.6 eV?

6. Hva er de Broglie-bplgelengden for et elektron med kinetisk energi 20 keV, en typisk
energi for elekironer i et fargefjernsynsrgr?

Kapittel 2

FUNDAMENTALE
PRINSIPPER

2.1 Grunnprinsippene

Enhver fundamental fysisk teori ma funderes pé visse grunnleggende hypoteser.
For kvantemekanikken i posisjonsrommet vil vi basere oss pa fire grunnprinsipper.

Postulat A. Til enhver observerbar stgrrelse F' svarer i kvantemekanikken en
lineser operator F'. Til en observerbar starrelse som i klassisk mekanikk har formen
Flq,q2,- - 4f,D1: P2y .- pf) svarer operatoren F = F(§1,8,...,P1,P2,...), der
operatorene for impuls- og posigjons-koordinatene er

. _h & -

Pn=—-7— 08 4n = Gn-

i Ogp,

Rekkefglgen av disse operatorene ma veaere slik at operatoren F er hermitesk.

Her er g, en generalisert koordinat og p, den tilhgrende generaliserte impuls
(se Appendix A for definisjoner). For de fleste systemer som vi skal studere kan
gn tas som en kartesisk koordinat og p, den tilsvarende impuls mgy,.

Det finnes kvantemekaniske operatorer som ikke kan konstrueres ut fra et
klassisk uttrykk for den fysiske sterrelsen. Spinn er det viktigste eksemplet. Vi
studerer spinn i kap. 8.

Hva det betyr at en operator er hermitesk blir forklart i neste avsniti.

Postulat B. Tilstanden for et system er fullstendig beskrevet ved en bglgefunk-
sjon V. Denne er en funksjon av systemets uavhengige koordinater ¢, og tida, og
adlyder

i— = H T
ipr :

der I er systemets Hamiltonoperator.
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Hamiltonoperatoren H er den kvantemekaniske operator som er tilordnet sy-
stemets klassiske Hamiltonfunksjon! H. For sveert mange systemer, men ikke
alitid, er Hamiltonfunksjonen lik systems energifunksjon. Appendix A innholder
en oppsummering av hvorledes Hamiltonfunksjonen finnes for et generelt klassisk
system. Men la oss ikke gjere dette mer komplisert enn det er. Helt til vi skal
behandle systemer 1 magnetfelt kan vi sette Hamiltonfunksjonen lik energien som
funksjon av stedsvariable og impulsvariable.

Bualgelikningen

LAY
ih— = H ¥ @2.1)

kalles den tidsavhengige Schridinger-likningen, eller rett og slett Schriodinger-
likningen?.

Postulat C. Forventningsverdien for en observerbar stgrrelse F' er gitt ved
(F) = f ¥ Fudr, (2.2)

der ¥* er den komplekskonjugerte av ¥, og dr = dg; - dga - - - dgy. Integralet er et
bestemt integral over variasjonsomradene for koordinatene g;.

Forventningsverdien av en stgrrelse er middelverdien av maéleresultatene av
storrelsen F' ved et stort antall uavhengige malinger.

Som eksempel kan vi ta en partikkel i tre dimensjoner, og la den observerbare
stgrrelsen veaere partikkelposisjonen, dvs F' == 7, Postulat C gir

@ = [[[ re@par, (2.3

som er presis hva Borns sannsynlighetsinterpretasjon (1.21) av |¥|? som posisjo-
nell sannsynlighetstetthet tilsier. Og skal |¥|? vare en sannsynlighetstetthet mé

den veere normert,
/f U7 dr = 1. (2.4)

*William Rowan Hamilton (1805-1865) var et vidunderbarn: Han leste engelsk tre ir gammel,
ved fire begynte han med gresk, latin og hebraisk, ved ti sanskrit og arabisk. 14 & gammel
begynte han med matematikk og fysikk som rekreasjon. Som 22 ir gammel student ble han
utnevnt til professor i astronomi i Dublin foran mange kjente astronomer. Hamilton hadde ikke
spkt!

*@sterrikeren Erwin Schridinger (1887-1961) fikk Nobelprisen i 1933. Han var en kvanteme-
kanisk kjetter som hele livet angrep sannsynlighetsinterpretasjonen av bglgefunksjonen, og sa at
hvis den ble stdende si angret han pa at han i det hele tatt hadde hatt noe med kvanteteorien
a gjere!

Han hadde godt fglge av Finstein som ogsid angrep sannsynlighetsinterpretasjonen. ,Gud
kaster ikke terninger!”, sa Einstein.
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Det integreres over hele rommet. Normeringen uttrykker at partikkelen ma veere
et eller annet sted.

Postulat D. De eneste mulige verdier som en maling av en observerbar stgrrelse
F kan gi er en av egenverdiene f, av operatoren F

Umiddelbart etter méalingen av F er systemet i en egentilstand for F som
svarer til den mélte egenverdien f,.

Egenverdiene f,,, med tilhgrende egenfunksjoner ¢y, er Igsninger av likningen
Fo = fo, f = konstant. (2.5)

Som vi skal se nedenfor er der en sammenheng mellom postulatene C og D.

2.2 Hermiteske operatorer

Kravet i Postulat A om at operatorene som svarer til observerbare stgrrelser ma
veere hermiteske bunner i at méaleresultater ma vaere reelle. Enhver forventnings-

verdi mi derfor oppfyile
(F) = (F)". (2.6)

Innsetting fra postulat C gir
f VPV dr = f v(FO)* dr. (2.7)

En operator F' som oppfyller dette for enhver normerbar funksjon ¥ kalles her-

mitesk’.
En tilsynelatende mer generell definisjon av en hermitesk operator er at

f VP, dr = f T,y (FU)* dr. (2.8)

for alle funksjoner ¥ og Wy, Integralene er bestemte integraler som gir over hele
rommet. I virkeligheten er (2.7) og (2.8) ekvivalente. Det vises lett ved & beregne
forveniningsverdien av F med ¥ = ¥; + ¥ye’®, der « er reell. Det gir

(F) = [ TFT, dr + f Vs PT, dr + e f U0y dr + 70 f U3FT, dr.

Etter den franske matematiker Charles Hermite (1822-1902), som bla. viste at e er et
transcendent tall. I neste kapittel mgter vi navnet hans igjen i Hermite-polynomene. (Uttal
»hermitesk” som ,hermitsk”.)
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De to fgrste leddene er reelle nar F oppfyller (2.7), og derfor blir (F) reell for
alle o hvis og bare hvis de to siste leddene er komplekskonjugerte av hverandre,

og dette er presis kravet (2.8).
En hermitesk operator kalles ogsa for en selvadjungert operator. Denne sprak-

bruken skyldes at for en gitt operator F Xkan en definere den adjungerte operatoren

Ffved at R R
/\IJ;FT% dr = /\Ilz(F\Ifl)* dr (2.9)

for vilkarlige funksjoner ¥ og Ws. Kravet (2.8) er at #T = F, operatoren lik sin
adjungerte, altsd selvadjungert. Det er lett & vise at den adjungerte til et produkt
av to operatorer er gitt ved

(AB)" = Bt At (2.10)

ved & bruke definisjonen (2.9}, ogs& med BV, og AT, som en av funksjonene:
/ (AB) W, dr = / (ABW, )", dr = f (BY,) Al ydr = [ i B ATY, dr.

Vi far mer bruk for adjungerte operatorer i den generelle formulering av

kvantemekanikken.
La oss kontrollere at operatorene som svarer til viktige fysiske stgrrelser er

hermiteske.

Eksempel 1: Impulskoordinaten p;, med tilsvarende operator

5 1o
Pa = o
Vi har ved en delvis integrasjon
o0 o0
h o h . h o¥Y
i = —[¥] = = : 2.11
f ¥ iamlh de 2.[\1’111’2]_00 /‘Ijzi Oz dz (211)
0 o

Det forste leddet er null for en kvadratisk integrerbar funksjon fordi ¥ maé ga mot
null for z — Foo. Og da —(k/i)8/0z = p,” sa far vi

/xzf{ 5. Ty dz = f\pg ($,71)* de.

Dersom det er flere posisjonsvariable enn z er det bare 4 integrere over de gvrige
variable for & veere i overensstemmelse med definisjonen (2.8). . er altsd hermi-
tesk.

Eksempel 2: En funksjon av posisjonen, f.eks. den potensielle energi V'(7) for en
partikkel. I dette tilfellet er det trivielt at kravet (2.8) er oppfylt:

fqr; V(7) g dr = f\pg V(7) ¥ dr.
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Rekkefplgen av kvantemekaniske operatorer er viktig. For eksempel er i almin-
nelighet xp; # Pzx. Det ser en enkelt fordi
. hoF . h O k
xP . Flz) = i mens PexF(z) = i (zF) = 7 (F + z—) .
for en vilkarlig funksjon F(xr). Derav falger at
(2Py — Dyz) F = {hF.
Det viser at uansett hvilken funksjon F' som operatoren zp, — B,z virker pa, har
denne operatoren samme virkning som multiplikasjon med konstanten ¢h. Vi har
altsa operator-identiteten:
Py — Ppx = ih. (2.12)
Vi benytter anledningen til & innfgre to viktige begreper. Dersom det er like-
gyldig i hvilken rekkefglge vi anvender to operatorer 01 og Qs sier vi at operato-
rene kommuterer. Eksemplet viser at = og p, ikke kommuterer. Kombinasjonen

0102 - 0201 = [01, 02} (213)

kalles kommutatoren av de to operatorene, og skrives som vist pad hgyre side.
Kommutator-relasjonen (2.12),

[z, Pz] = A, (2.14)

er en uhyre sentral relasjon i kvantemekanikken, som vi skal se senere. Det er
klart at z kommuterer med py, f.eks., og mer generelt har vi

Gk, Pi] = ihd, (2.15)

der

Gy { 1 dersom k =1 (2.16)

0 dersom &k # [

er et Kronecker-delta®.

Iva skal vi gjgre hvis vi har en klassisk stgrrelse, f.eks. zp,, der den tilhgrende
kvantemekaniske operator som en umiddelbart skriver ned, i dette tilfellet zp;,
ikke er hermitesk? Det er ikke vanskelig & finne en veg ut av problemet, fordi
en kan skrive den klassiske funksjonen pa mange ekvivalente méater, f.eks. er zp,,
P, OF %(wpw—l— pz%) samme klassiske funksjon. Men de tilsvarende operatorene er
ulike! Og %(mﬁm +Pzz) er en akseptabel operator fordi den er hermitesk (Oppgave
1). Det er likevel ingen entydig oppskrift pa hvorledes en skal danne en hermitesk
operator ut fra et klassisk uttrykk. Oppgave 2 eksemplifiserer dette. I praksis er
dette uproblematisk.

*Leopold Kronecker {1823-1891), tysk matematiker. Han gnsket & aritmetisere s meget som
mulig, og sa: ,De naturlige tall har Gud skapt, resten er menneskeverk.”
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2.3 Stasjonsere tilstander

Nar Hamiltonfunksjonen - og dermed Hamiltonoperatoren - ikke inneholder tida
eksplisitt, kan den tidsavhengige Schridingerlikningen

AL GL S (2.17)
M
separeres ved 4 sette
W 1) = () T(). (2.18)

Innsetting i (2.17) og divisjon med ¥ gir
. dT(t)/dt Hy(7)
i = i
T() P(7)

Venstre side avhenger bare av t, hgyre side bare av 7. Da mi begge sider vere
en konstant, som vi kaller E. Det gir to likninger, en for T'(f) og en for ¥(7).

Lgsningen av

(2.19)

L dT(8)/dt
BTy

T(t) = konstant e *Ft/%,

E

er

Den andre likningen,

Hy(7) = E $(7), (2.20)

kaller vi Schrodingers tidsuavhengige likning.
Lesningene vi har funnet, av formen

(7, 1) = §(F) e~ IEU, (2.21)

kalles stasjonere tilstander, fordi sannsynlighetstettheten er tidsuavhengig, og
fordi forventningsverdien for alle variable som ikke avhenger eksplisitt av tida er

ogsa konstante:
(F) = / (7, 1) B U, ) = f W (7) P(7,3) ¥(7) d* = uavhengig av t.

At tilstanden er stasjonser betyr ikke at partiklene er ubevegelige. Men f.eks. deres
midlere kinetiske energi er den samme hele tiden.

Den tidsuavhengige Schridingerlikningen H1 = E% er en egenverdilikning,
og en av kvantemekanikkens hovedoppgaver er 4 lgse denne. For én partikkel med
masse m i et potensial V{7) lyder den eksplisitt

2

~Evry v = Bue). (222)

2m
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Med flere partikler tilstede blir det en differensiallikning i flere variable. Men den
tidsavhengige faktoren e *F¥" for stasjonzre tilstander har samme form uansett
hvor komplisert systemet er. i

Egenverdien er kalt E fordi i de aller fleste tilfellene er energien representert
ved Hamiltonoperatoren. I sifall er alts energien skarpt bestemt i en tilstand med
en slik enkel tidsavhengighet. De ulike egenverdiene en finner gir energispektret,
og hvis dette er diskret, fis energikvantisering, med energiniviene E;, Fy, osv.

Den mest generelle lgsning av den tidsavhengige Schrédingerlikningen er en
vilkarlig sum av slike stasjonzere tilstander:

U(F 1) =3 cpthn(F) e PEnti, (2.23)

(Med et keontinuerlig spektrum tilstede mé4 en i tillegg til summen ha et integral
over energiene i dette.} At summen (2.23) er en lgsning av den tidsavhengige
Schrodingerlikningen ser en ved innsetting i (2.17). Nar summen involverer flere
forskjellige energier er tilstanden ikke stasjonzr; |¥|? varierer med tida.

2.4 Egenfunksjoner og egenverdier

2.4.1 Spektret til en operator

Dersom operatoren F' virker pé en funksjon ¢ vil i alminnelighet resultatet F{p
vaere en funksjon som er helt ulik ¢. Dersom det finnes en akseptabel funksjon
n som er slik at Fy er proporsjonal med o,

ﬁ,‘Pn = fnn,

der f er en tallfaktor, kaller vi ¢, en egenfunksjon for operatoren ﬁ, og fn en
egenverdi.

Settet av alle egenverdiene kaller vi spekiret til operatoren. Spektret kan vare
diskret, dvs. bestd av isolerte verdier fn, n = 1,2,..., eller kontinuerlig, eller
en blanding. Systemene vi ser p4 senere inneholder eksempler pa alle tre typer:
Spektret til energioperatoren er diskret for en harmonisk oscillator, kountinuerlig
for en fri partikkel, og blandet diskret og kontinuerlig for hydrogenatomet.

Ovenfor er det presisert at egenfunksjonen ¢, m4 veere en akseptabel funksjon.
For et diskret spektrum betyr det at funksjonen mé vaere kvadratisk integrerbar.
Det er nettopp dette kravet som gir de spesielle diskrete egenverdiene. Nar F har
et kontinuerlig spektrum er situasjonen annerledes. Det er ingen isolerte egenver-
dier, og egenfunksjonene er ikke kvadratisk integrerbare.

Et enkelt og viktig eksempel pa en operator som har et kontinuerlig spektrum
er operatoren for en impulskomponent, f. eks. 5. Egenverdilikningen er da

L
pm(ﬁni Bm(p— @
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i iddelbart at ;
Vi ser umi o7(z) — konstant - & fajh (2.24)

er en egenfunksjon som svarer til egenverdien f. Egenvert;lien f ma vere reelZI
for ellers divergerer @y nir z gar mot —oo eller ndr 2 gir mot +oc. Da |g|
or konstant er ikke disse egenfunksjonene kvadratisk integrerbare. I punkt 2.3.4
kommer vi tilbake til normeringsproblemet i det kontinuerlige spektret.

2.4.2 Egenverdier som méleresultater

Dersom F er hermitesk er egenverdiene reelle. Det fglger av
/ U FO, dr = f, / U0, dr,

fordi begge integralene er reelle. .
La for enkelthets skyld ¥,, veere normert, slik at ovenstiende blir

o 2 /wlr;‘; F, dr. (2.25)

Etter postulat C vil det si f, er forventningsverdien (F) (middelverdien) av
sterrelsen F' i tilstanden U,,. Og spredningen omkring denne middelverdien (va-

riansen) er lik null. Bevis:
(F ~ (F)) = (F = ) = [0 = o) Wadr =0,

da (F = fu)¥, = (fan — fn)¥n = 0. Av dette slutter vi at egenfunksjonen ¥,
representerer en tilstand der den fysiske stgrrelsen ' med sikkerhet har verdien

fa:

2.4.3 Ortogonalitet

For en hermitesk operator er egenfunksjoner som tilhgrer ulike egenverdier orto-

gonale:

fm # In = [ ¥, dr =0. (2.26)

Bevis: Nar P er hermitesk gjelder (2.8):

/ ¥ P, dr = / T, (P, dr.

Da F¥, = f, ¥, og FU,, = fmU,, med reelle egenverdier fis

(= ) [ G dr =0,
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som impliserer (2.26).

Integralet pa heyre side av (2.26) kaller vi skalarproduktet av funksjonene ¥,
0g ¥n. Denne sprékbruken er hentet fra vekioranalysen, og det samme er bruken
av betegnelsen ortogonaliter. Som vi skal se senere er denne sprikbruken mer
naturlig i den generelle formulering av kvantemekanikken der tilstandene er vek-
torer 1 et uendelig-dimensjonalt komplekst vektorrom. En alternativ betegnelse
for skalarprodukt er indreprodukt. En hendig notasjon® er

/11:;;,, T, dr = (U, U,,). @.27)

Det medfgrer at
(U, Upn) = (T, Tp) " (2.28)

I denne notasjonen tar definisjonen {2.8) av en hermitesk operator F den over-

siktlige formen ~ ~
(U, F¥) = (P, Ypn). (2.29)

Dersom det til en bestemt egenverdi f hgrer flere uavhengige® egenfunksjoner
Uy, ¥y... ¥y, s sier vi at denne egenverdien er degenerert med degenerasjonsgrad
g. Ved degenerasjon er ovenstiende bevis for ortogonalitet av egenfunksjonene
ikke anvendbart, og det er ingen grunn til at egenfunksjonene er ortogonale.
Men vi skal vise at vi kan velge spesielle linezerkombinasjoner {Iull, U, av de
degenererte egenfunksjonene som er ortogonale og normerte:

~ 0 om n3#m (ortogonalitet)

o~ _ == . -
(wﬂ: q’m) - [inpm d‘f — éﬂ,m - { 1 om n o= m (normering)_ (230)

Fremgangsmaten er en skrittvis prosedyre som kalles Gram-Schmidts ortegona-
liseringsmetode. Anta at de opprinnelige egenfunksjonene ¥; er normerte. (Det
er bare & multiplisere hver av dem med en passende konstant dersom det ikke
er tilfellet.) Vi starter med 4 velge U, = ;. Den nye ¥y danner vi som en
linezerkombinasjon av ¥, og ¥s:

Uy = a1 0} + ag ¥y,

og velger konstantene aq og as slik at ortogonalitet pa ¥y og normering er oppflylt.
Ortogonalitet krever

0= fifr;{I’IQ dr = a, + a3 for’;\Irg dr, (2.31)

®1 denne notasjonen er
{cT,®) =" (¥, @), og (¥, cd) = c{T, &)

der c er et tall. I matematisk litteratur brukes ofte motsatt konvensjon, indreproduktet er linesrt
i venstre faktor.

“Det vil si at ingen av egenfunksjonene kan skrives som en linezerkombinasjon av de gvrige.
Mer formelt vil det siat 3 cn¥n = 0 bare hvis alle ¢, = 0.
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og normering krever

giires fxi;x'z?z dfﬂ/(a{\IfI+a§\I!§)(a1\If1+aglIJ2) dr

il

a1 |? + Jaz? +a,’{a2f\13’{\112 dr +a1a;fq;1q;; B
= laaf® — Jas/?, (2.32)

der (2.31) er brukt i siste likhet. (2.31) og (2.32) er to likninger for bestemmelse
av konstantene a; og a. Vi fir
1
2) )

lag] = (1 = U THT, dr

Hermed er as bestemt pa en vilkarlig fasefaktor” neer. Likning (2.31) bestemmer

54 ai.
Slik fortsettes det. I neste omgang setter en

‘I’g = b1 U1 + boTy + by W3,

og bestemmer de ukjente koqufﬁsientene b1, b og bs ved a kreve at U3 er normert
og ortogonal til bide ¥, og ¥;. Osv.

Konklusjonen er at med degenerasjon er ikke egenfunksjonene automatisk
ortogonale, men vi kan velge egenfunksjoner som danner et normert ortogonal-

systemn:

/ U U d7 = G (2.33)

2.4.4 Normering i det kontinuerlige spektret
Vi bemerket tidligere at egenfunksjonene (2.24) for py,
¥ ¢(z) = konstant - elf=/h, (2.34)

tilhgrer et kontinuerlig spektrum og er ikke kvadratisk integrerbare. Vi kan derfor
ikke normere til 1 som for egenfunksjonene i et diskret spektrum, men vi kan

normere slik at

/\p;,xpf dr = §(f — '), (2.35)

"En fasefaktor er et komplekst tall av modul 1, dvs av formen e* med reell 4. Ogsa i andre
sammenhenger vil tilstedevarelsen av en slik konstant fasefaktor vaere uten fysisk betydning.
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der Diracs deltafunksjon 6(x) erstatter Kronecker-deltaet 6, i (2.33). Egen-
skapene til deltafunksjonen er beskrevet i Appendix B.
For at egenfunksjonene (2.34) skal veere normert i henhold til (2.35) m4 vi
velge konstanten passende:
1

— e, (2.36)

l]?f(m) = \/ﬁ

La oss kontrollere at dette er korrekt:

1

oo +oo +co
[ vy do = % [ it - L [ e ay =7 - ),
oo —0o

—00

2w

ved hjelp av z = hy og integralframstillingen for deltafunksjonen (Appendix B).
La oss se pa en annen operator med kontinuerlig spektrum, nemlig posisjons-
operatoren z. Operasjonen er multiplikasjon med z, og egenverdilikningen er

2V (z) = fUy(z),
med lgsning
U(z) = 6(z — f), (f reell), (2.37)

multiplisert med en vilkérlig konstant. Konstantvalget i (2.37) gir egenfunksjoner
som oppiyller normeringen (2.35) fordi

+o0

[ T (2) T dz = / 8z — f)6(z — f) dz = 6(f — '), (2.38)

—o0

etter regnereglene for deltafunksjonen (Appendix B).
I begge disse tilfellene ser vi at deltafunksjon-normeringen (2.35) for et kon-
tinnerlig spektrum er mulig og naturlig.

2.5 Utvikling etter egenfunksjoner

2.5.1 Fullstendighet

I kvantemekanikken antar en at egenfunksjonene for en hermitesk operator dan-
ner et fullstendig sett. Med det mener vi at en tilstrekkelig reguleer og kvadratisk
integrerbar funksjon g(7) kan representeres som en overlagring av egenfunksjo-

8
9(F) =D en Tn(P), (2.39)

ner-:

®For enkelhets skyld bruker vi en notasjon med 7 som variabel, men det gar helt p4 samme
vis med et annet sett generaliserte koordinater.
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idet vi ferst ser pa tilfellet at funksjonene ¥,, danner et ortonormert sett med et
diskret spektrum. Utviklingskoeffisienten ¢, finnes ved multiplikasjon av begge
sider av (2.39) med ¥} og integrasjon over 7

[0 ¢ = Sen [ Glndr = Y cubm = cm
n n
Vi har benyttet ortonormeringen (2.33). Resultatet?
e = / U (7 g(7") &P, (2.40)
setter vi tilbake i utviklingen (2.39), og far
o) = [ o) [Z \If;;(v*')wm] &, (241

Dette kan bare vere oppfylt for enhver funksjon g(7) dersom

qu* P, (F) = 8(F — 7), (2.42)

en tredimensjonal deltafunksjon (se Appendix B). Denne egenskapen til et egen-
funksjonsett kalles fullstendighelsrelasjonen.

Et slikt fullstendig sett av funksjoner danner matematisk sett et Hilbertrom.
Et Hilbertrom er et linezert vektorrom der det er definert et skalarprodukt {indre
produkt). Og et linesert vektorrom er et sett elementer ¢; som er slik at sum-
men av to elementer, og ogsd en konstant multiplisert med et element, tilhgrer
vektorrommet. Betegnelsen vektorrom betyr ikke at elementene npdvendigvis er
vektorer, de kan, som her, vare funksjoner. Som vanlig 1 fysikk-litteraturen reser-
verer vi betegnelsen Hilbertrom for den mer generelle formuleringen av kvante-
mekanikken (kap. 6). I den foreliggende sammenheng bruker vi bare betegnelsen
fullstendige funksjonsett.

For egenfunksjoner med et kontinuerlig spektrum ma summen i (2.39) erstat-
tes med et integral:

o(7) = / ) U 4(7) df. (2.43)

For & bestemme overlagringskoeflisientene ¢ f) multipliserer vi (2.43) med ¥%(7)
og integrerer over rommet:

[w90 @ = [ 4 ) [00909,6) = [ c(0)o(f - 1) = et

*Den integrasjonsvariable er gitt nytt navn # for ikke 4 skape forvirring med den fri variable
7 (2.39).
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Vi har brukt normeringen (2.35). Innsetting av resultatet
f () g(7) dr’ (2.44)
i utviklingen (2.43) gir
o) = [ ot | [ w3, &

Dette er oppfylt for enhver g(7) hvis og bare hvis hakeparentesen er en deltafunk-
sjon

[ w6 df = 67 -7, (2.45)

som er fullstendighetsrelasjonen for et kontinuerlig spektrum.

Dersom egenfunksjonene ikke er funksjoner i det tredimensjonale rom, men
avhenger av de generaliserte koordinater g;, vil fullstendighetsrelasjonen métte
modifiseres tilsvarende, med hgyre side lik []; 6(¢; — ¢:)-

Det er lett & se at egenfunksjonsettet {2.36) for p, oppfyller den éndimen-
gjonale varianten av denne fullstendighetsrelasjonen, fordi

1 Ny R )
57 fe e df = d(z — 2'),
og at egenfunksjonene (2.38) for posisjonsoperatoren x ogsa gjer det.

2.5.2 Den fysiske tydning av utviklingskoeffisientene

La oss se pa en fysisk stgrrelse F for et systemn som er i en kvantemekanisk
tilstand beskrevet ved bglgefunksjonen ¥, og la oss for enkelhets skyld anta at den
tilsvarende operator F har et diskret spektrum f, med tilsvarende egenfunksjoner
¥,,. Vi kan da utvikle systemets balgefunksjon i dette egenfunksjonssettet:

U= cy¥n. (2.46)

Tilstanden er bestemt av koeffisientene ¢, og vi kan beregne forventningsverdien
av F.uttrykt ved disse koeflisientene: '

f v Py dr — f (%j c;‘nxp;;) P (Zﬂ: cn‘lfn) dr

Y chinta [ Gnlndr =2 Y chcafabmn.  (247)
" om mnom

(F)
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Pga egenskapene til Kroneckerdeltaet (2.16) fas bare bidrag fra m = n:
(FY = leal* fa. (2.48)
n

P35 den annen side har vi etter postulat D at dersom vi forsgker & male
stgrrelsen F' sd kan resultatet bare vaere en av egenverdiene f,,. Dersom vi kaller
sannsynligheten for 4 fa resultatet f, for P, sd kan middelverdien ogsa uttrykkes

s0m

(F)=3 Py fn (2.49)

Sammenlikning mellom (2.48) og (2.49) gir P, = |c,|?. Den fysiske tolkning av
utviklingskoeffisientene er altsa fglgende:

Sannsynligheten for at en mdling av F gir resultatet f,,

ndr systemtilstanden er ¥, er |cn|2 = [f U ¥ d'r|2. (2.50)

Dersom tilstanden ¥ er en egentilstand for F blir sannsynligheten naturligvis lik
1 for i finne den tilhgrende egenverdi.

Siden |ep|? er en sannsynlighet, kalles koeffisienten ¢, ofte for en sannsynlig-
hetsamplitude. Og vi md ha at ¥, |en]? = 1 (se oppgave).

For et kontinuerlig spektrum gar det pa liknende vis. Med utviklingen {2.43)
av bglgefunksjonen uttrykker vi forventningsverdien som

f(/c*(f)\lf} df)ﬁ (/c(f')xpf, df’) dr
[ [ae e [wep i
= [& [aenen s -n= [deprn @

(F)

I

fi

Det viser at |c(f)|? er sannsynlighetstettheten for verdien f:

Sannsynligheten for a male F i intervellet (f, f + df) ndr

systemtilstanden er ¥ er |C(f)|2 df = |f \11}111 d'r|2 df. (2.52)

Eksempel: For spesialtilfellet der Fer posisjonsoperatoren z, med egenfunksjoner

o(x — f), blir (i én dimensjon)

() = [ 8z - u@) do = 0(s),
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og (2.52) sier at |¥(f)|? df er sannsynligheten for & finne x i intervallet (f, f +df).
Men det er jo det vi métte f3 i lys av interpretasjonen av |¥(z)|? som sannsyn-
lighetstetthet for posisjon!

Tilslutt er det bare 4 bemerke at i det mest generelle tilfellet med et blandet
diskret og kontinuerlig spektrum ma, funksjoner utvikles som fglger:

97 = D ealnl® + [ )T . (259

Fullstendighetsrelasjonen fir nd bidrag bade fra det diskrete og det kontinuerlige
spektret, og interpretasjonen av utviklingskoeffisientene ¢, og c(f) er som for.

2.6 Bevarelse av sannsynlighet

Sannsynlighetsinterpretasjonen for én partikkel gir

p(F, 1) = [T (7, 1) (2.54)

som den romlige sannsynlighetstettheten. Den er normert til 1, dvs
f p(7,t) d*r = 1, (2.55)

integrert over hele rommet. Men ¥ og dermed ogsé p endrer seg med tida. Skal det
vaere konsistens i beskrivelsen méi endringene, diktert av Schridingerlikningen,
vare slike at normeringen er opprettholdt til alle tider - sannsynligheten ma

vaere bevart.

2.6.1 Sannsynlighetsstrgmtettheten

Dersom sannsynligheten gker i et endelig volum V mé det veere knyttet til at
det er en strgm av sannsynlighet inn gjennom overflata F' av volumet med

stremtetthet 7
o -
L d3 = —f 7ol 2.
= / pdr - df, (2.56)
v F

Via Gauss sats, [, V7 d*r = [ 7-d £ kan vi omskrive bevarelsessetningen (2.56)

til 3
P - 3
— d’r = 0.
,/V[at-'_vj r=>0
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Dette ma gjelde for ethvert volum V, og det er bare tilfelle om integranden

forsvinner:
Op

5 TVI=0 (2.57)

En slik bevarelsessetning, enten pa integralform som (2.56) eller pi differensi-
ell form som (2.57), gjelder for ladning i elektrodynamikk, for masse i hydro-
dynamikk, osv. Forelgpig gjenstdr det & vise at den gjelder for sannsynlighets-
tettheten i kvantemekanikk. La oss se, dvs la oss vise at Schrddingerlikningen for
en partikkel i et felt V(F,¢),

v h?

i — — 2 ol -
ih 5 QmV U 4+ V(7 6)¥(#, 1), (2.58)

sgrger for bevarelse av sannsynlighet.
Endringen av sannsynlighetstettheten (2.54), p = ¥*¥, med tida er

a8 O¥ 8 ih
— \I!*\I! — ¥ _ *T2 T 2\
=5 (T =V A= (VT UVIE), (259)

fordi leddene med V'(7,¢) faller bort nér vi setter inn de tidsderiverte fra (2.58).
Da fg" — f"g = (f¢' — 'g)" kan vi skrive resultatet som

8p dh ., " s B
i %V(‘If V¥ - ¥VT*) = -V . Re (\If z_—?;VlI!) . (2.60)
Her star Re for realdelen, og vi har brukt at f + f* = 2Ref. Vi har altsi funnet
9 .
E (i ""'V.?a
med
7=Re (W*EV\I')
eller utskrevet: 5

J er sannsynligheisstramiettheten. Operatoren i (2.61), (h/im)V = ﬁ’/m, er en
hastighetsoperator, og uttrykket gir assosiasjoner til det klassiske uttrykk for
stramtetthet, som er lik tetthet multiplisert med hastighet.

Nar ¥ og dermed 7 er null uendelig langt borte, vil integrasjon over hele
rommet i (2.56) gi null pi hgyre side. Normeringen endrer seg altsa ikke under
tidsutviklingen.

For stasjonaere tilstander der ¥ er en reell funksjon, multiplisert med en posi-
sjonsuavhengig faktor e *Ent/? ger vi at strgmtettheten blir null. For situasjoner
med en dynamisk utvikling, f.eks. ved spredningseksperimenter, er det derfor
ngdvendig med komplekse belgefunksjoner.
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2.6.2 Strgmtetthet i magnetfelt*

Med et magnetfelt B tilstede er Schridingerlikningen for en partikkel med ladning

a4 . .
v (p—qA)’
ot 2m

der B=V x A (Se Appendix A.) Et eventuelt elektrostatisk potensial kan vare
inneholdt 1 V(7, ). Uttrykket for strgmtettheten finner vi pd samme méte som

ovenfor:

ih T+ V(7 1), (2.63)

2 N2
op . 1 [\IJ* (EV - qff) T - W (—%V - qA) ‘I’*] (2.64)

ot Zihm g
Da
N2 N/h 2
(?:V - qA) v = (?V = qA) (—%-V — qA)\II
. B -
= —RVE - q%‘I!VA — Qq—i—A~ VT + 2 42T, (2.65)
sa far vi
apﬁ#_Z*?_Z*_E "*]
il Ziﬁm[ A {T*VIP - OV4UT) Zqu(A\IJ T)
= —iV [‘I’*EV'II - ‘I'E,V\Il* - 2\IJ"qA"II] = -—1—V [‘I’*E.V'I! - \I'*q,ff\IJ + k. k.
2m i H 2m i
1 (R >
= ——ReV [\Il (—.V —qA) 111] . {(2.66)
m g

der k k. stir for den kompleks konjugerte. Vi fir altsi bevarelsessetningen dp/0t+
V7= 0, med

7= Le [m (hv - q/-'f) ql] = %?Re v (5- ¢4) 7] (2.67)

m ')

Uttrykket (2.67) er den naturlige generalisering av (2.61). For med magnetfelt
tilstede er, som vist i Appendix A, partikkelhastigheten klassisk lik
dr _p-qd
dt m

—
1 =

Tilleggsleddet i uttrykket for 7 pga magnetfeltet kan ogsé skrives —qf-l'p/m.
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Oppgaver

1. Vis at operatoren % (Pox + zP:) er hermitesk.

2. I en halvieder der materialegenskapene varierer med stedet beskrives i sakalt effektiv-
masse teori et elektron som en partikkel med stedsavhengig masse m(#). I denne beskri-
velsen kan en tenke seg & representere elektronets kinetiske energi T = pZ /2m(z) (her i
én dimensjon) ved en kvantemekaniske operator pd flere alternative mater, bl.a. falgende
tre:

. 1 - =~ 1 1 - 1 1
Ti = Pog——Pu, T2= Pe + P2 og Th= P2
2m(z)’® (@) " am{e) % T TR famGe)
Er fﬁ, ’f’z og Ty alle hermiteske?

3. Vis at {F?) > hvis F er en hermitesk operator.

4. Beregn kommutatoren [i,ﬁg]

5. Beregn kommutatoren [xzﬁ,yﬁ$].

6. Beregn kommuta‘izorene kn = [2",P.] og K = [z, p}] (heltallig n > 1) p4 to ulike mater:
(a) Ved & bruke p, = —ihd/dz, og (b) ved & uttrykke kn og K, ved hhv kn-1 og Kn-1
og benytte at k1 = Ky = ih.

7. La Aog B veere to kvantemekaniske {hermiteske) operatorer som ikke kommuterer. Vis
at operatoren C = i(BA — AB) er hermitesk.

8. La W1(t) og ¥2(7,t) veere to tidsavhengige Ipsninger av Schrédingerlikningen. Vis at
skalarproduktet av ¥; og ¥ er tidsuavhengig.

9. Vis at forventningsverdien av impulsen §7'i en stasjonzr tilstand er null.

10. Anta at for et visst system er alle stasjonzre tilstander ¢n (), E, kjente. Finn et uttrykk
for belgefunksjonen ¥(7,t) ved et vilkarlig tidspunkt nér startverdien ¥ (7,0} er kjent.
11. Vis at operatoren ’f(:vo) = e'P*%0/% flytter en funksjon et stykke zq:
T(zo) ¥(z) = ¥(z + o).
Operatoren T er altsa en translasjonsoperator. (Tips: Taylorrekkeutvikling av eksponensial-
funksjonen.}
12. Visat 3, [ea|* =1, der ¢, er sannsynlighetsamplitude nr. n (se (2.50) ).

Kapittel 3

ENDIMENSJONALE
POTENSIALER

I dette kapitlet skal vi lgse endel enkle kvantemekaniske problemer i én dimensjon.
Det vil gi nyttige illustrasjoner av ikke-klassiske effekter, og til og med resultater
anvendbare i den tredimensjonale verden.

3.1 Generelle egenskaper ved bglgefunksjonen

Vi skal i dette kapitlet hovedsakelig se pa stasjoneere lgsninger, dvs lgsninger av
den tidsuavhengige Schrodingerlikningen

—5 5 T Ve = Bil) (3.1)
for en partikkel med masse m i et éndimensjonalt potensial V(z}. (3.1) er en

differensiallikning med bare reelle stgrrelser, si vi kan begrense oss til reelle
Igsninger.

3.1.1 Grensebetingelser

Dersom vi omskriver (3.1} til

v v - m, (2)

s& ser vi at nar potensialet er overalt endelig s& ma 9" /¢ veere endelig. Det krever
at bade bglgefunksjonen og dens deriverte er kontinuerlige overalt. For dersom
den deriverte er diskontinuerlig i z = a (en ,knekk” i bplgefunksjonen), si er ¢/
diskontinuerlig, og ¥ far derfor et singuleert bidrag proporsjonalt med é{z — a)
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mens hgyre side av (3.2) ikke er singuler. Altsa er konklusjonen:

Der hvor |V(z)| < oo er ¢(z) og 4'(z) kontinuerlige. (3.3)

Skuile derimot potensialet ha en deltafunksjon-singularitet, s& ma naturligvis den
deriverte 9’ veere diskontinuerlig (Men bglgefunksjonen selv er kontinuerlig!). Vi
skal se et eksempel ganske snart.

3.1.2 Bglgefunksjonens krumning

Men vi kan fA mer kvalitativ informasjon ut av Schrédingerlikningen. Siden
balgefunksjonens krumning er bestemt av %"(z) si viser (3.2) at krumningen
avhenger om V(z) > F eller V(z) < F. Siden energien i henhold til klassisk
mekanikk alltid er lik eller stgrre enn den potensielle energien V(z), si vil et
omrade der V(z) > E veere et klassisk utilgjengelig omrade. I et slikt omride vil
bglgefunksjonen krumme seg bort fra z-aksen (hvis ¥(z) > 084 er /" > 0, bplge-
funksjonen krummer seg oppover; hvis ¥(z) < 0 si er " < 0, bglgefunksjonen
krummer seg nedover). Omvendt vil bplgefunksjonen krumme seg mot aksen i et
klassisk tillatt omrde der V(z) < E. Fig. 3.1 viser situasjonen.

¥(a) $(@)
N N
T T
¥(z) ¥(z)
T — T
_/ vyl
E>V(z) E < V(z)

Fig. 3.1 Eksempler pd krumning av bglgefunksjonen i et klassisk tillatt omride
(venstre figur), og i et klassisk utilgjengelig omride {hgyre figur).
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3.1.3 Ingen degenerasjon i én dimensjon

En energiegenverdi F kalles degenert dersom det er minst to egenfunksjoner som
svarer til denne egenverdien. For tredimensjonale problemer er dette ofte tilfelle,
som vi skal se i senere kapitler.

Men i én romdimensjon kan det ikke svare mer enn én kvadratisk integrerbar
egenfunksjon #(z) til hver egenverdi. La oss bevise det.

Auta at det er to ulike kvadratisk integrerbare egenfunksjoner, 11 {x) og ¥, {x},
gom gir samme energiverdi . La oss beregne

(B?/2m) (9 2 —rp)’ = (K2 /2m) Y1 Yo —th195) = (V- E)rba~9n (V- E)pn = 0,
vha den tidsuavhengige Schrodingerlikning (3.1). Dette medforer at
B (@)a() — r(m)h(r) = konstant . (3.4)

Verdien pd konstanten finner vi ved & sette z = oo. Fordi 4 (co) = (o0} = 0
for kvadratisk integrerbare egenfunksjoner er konstanten lik null. Resultatet kan

vi da skrive slik:
W,
Y1 e '

som integrert gir
Intq(z) — Inepa(z) = C = konstant.

Dvs at
¢1($) = C¢2($)!

slik at 191 (z) er et multiplum av 9(z). Altsd holder ikke hypotesen om at funk-
sjonene er ulike! Konklusjonen er derfor at det er ikke degenerasjon ov bundne
tilstander i én dimensjon. Dette vil i praksis si i det diskrete energiegenverdi-
spektret.

I det kontinuerlige spektret gjelder ikke dette. Et enkelt eksempel er en fri
partikkel, der bade sin(kz) og cos(kz) gir samme energi F = i%k?/(2m). Teore-
met gjelder heller ikke for et system som er éndimensjonalt ved at det lever pd
en sirkel el.l . Det svikter i dette tilfellet fordi argumentet som ga at konstanten
i (3.4) méitte veere null ikke er gyldig i slike tilfeller.

La o83 ni lgse den stasjonsere Schrédingerlikningen

Hop(z) = Enp(z)

for noen konkrete problemer.
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3.2 En uendelig dyp potensialbrgnn
Det enkleste potensial som gir bundne tilstander er

] 0 for0<z<L
Vi) = { oo ellers (3.5)
som beskriver bevegelse mellom to harde vegger. Schrédingerlikningen for inter-
vallet 0 < z < L (inni brennen) er
h? d2y
"5 G Ey, (3.6)

med generell lgsning

¥(z) = Cysin(zy/2mE/h?) + Oy cos(zy/2mE /h2), (3.7)

der C) og C5 er konstanter.

Partikkelen kan ikke veere utenfor intervallet (0, L) pga de harde veggene, 0g
derfor er 1 = 0 utenfor dette intervallet. Kontinuitet av belgefunksjonen! krever
derfor at (0) = y(L) = 0. For den indre lgsningen (3.7) medfprer (0) = 0 at
konstanten Uy = 0. Det gjenvaerende kravet 9(L) = 0 er oppfylt hvis

Ly/2mE/h? = nr,

der n er et positivt heltall: n =1,2,.... (n = 0 gir ingen bplgefunksjon i det hele
tatt, og negative heltall gir samme bglgefunksjoner som positive heltall.) Dette
bestemmer de tillatte energiverdier:

252
T4he 4

En = omIZ "

n=12,.... (3.8)

Ved & sette inn for E blir bglgefunksjonene 4, () = 4 sin(nwz/L). Normeringen

krever P
1= [ @l = (0 [sint (M) de = joip L,

som tilfredsstilles av Cy = 1/2/L. Altsa:

Yn(z) = \/% sin (n—?ﬁ) i (3.9)

!Grensebetingelsen at 1, men ikke 9’, er kontinuerlig i dette tilfellet med uendelig sterkt
potensial falger tkke av (3.3). En overbeviser seg enklest om at det er korrekt ved & ta Viz) =
Vo < oo for z utenfor intervallet (0, L), og Ia Vo — oo tilslutt (se neste avsnitt).
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Disse bglgefunksjonene krummer seg overalt mot z-aksen, i overenstemmelse med
hva vi fant i forrige avsnitt.

1a(z)

(]\-//\\/L - ¢ B3 = OF

H

?’ /
4
Pa{) A
7
A
P1(z) ‘
0 L ° =

Fig. 3.2 Egenfunksjoner og egenverdier for partikkel mellom harde vegger. ¥ og ¥3
er her vist med en annen og like god normering som i (3.9).

Vi ser at partikkelens energi ma vaere minst ;. En slik endelig nullpunkts-
energi er en ny kvantemekanisk effekt. For en klassisk partikkel er det ikke noen
minimumsverdi for den kinetiske energi. Vi skal senere se at eksistensen av null-
punktsenergien kan forstds ut fra Heisenbergs uskarphetsprinsipp.

Vi ser videre av figuren at egenfunksjonene enten er symmetriske eller anti-
symmetriske omkring potensialets symmetripunkt, midten av intervallet (0,L).
Det folger av (3.9):

Yo(L —x) = \/%sin (mr = %ﬂ) = —‘\/%COS nw Siﬂﬁ%f = (—1)n+1¢n($)-

Egentunksjonene med odde n er symmetriske omkring midten av intervallet, med
like n antisymmetriske. Vi sier at egenfunksjonene har henholdsvis like og odde
(ulike) paritet, og skal se senere at nir et potensial er symmetrisk omkring et
punkt, si vil egenfunksjonene ha en bestemt paritet mhp dette punktet.

Viser ogsa at i grunntilstanden, dvs laveste energiegentilstand, er egenfunksjo-
nen ikke-negativ, for nestlaveste tilstand har egenfunksjonen ett nullpunkt, 93(z)
har to nullpunkter, osv. Dette er ogsa en generell egenskap ved egenfunksjoner i
én dimensjon.
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3.3 En endelig potensialbrgnn

La o0ss ni se pa et potensial som er mindre ekstremt ved at potensialforskjellen
mellom "inne” og "ute” er endelig, ikke uendelig:

0 for |z| <1 10
Viz) *{ VD for || > I (3.10)
Viz)
b —
0 - X
-1 l

Fig. 3.3 En potensialbrgnn.

Dette enkle potensialet er viktig i anvendt fysikk og _elektrooptisk teknologi
fordi en ni med atomar presisjon kan lage kvantebrgnner, lagdelte 1.1&1vledere
som bestar av en tynn plate av ett materiale (f.eks. GaAs) innleiret i et annet

materiale (f.eks. GagAl _.Ga). For elektronbevegelse pé tvers av platen er der en

potensialforskjell Vo mellom materialene, og de bundne tilstandene for bevegelse

i denne retningen er av stor interesse.
Schrodingerlikningen er na

o'(z) = 2mhZ(Vo—-E)¢
W'(z) = —2mh % EY

for |z| > (3.11)
for |z| <1 (3.12)

Formen pé lgsningene avhenger av om E > Vo eller E < Vp. La oss .ﬁzirst anta
E < Vp. Utenfor brgnnen er da lgsningene av (3.11) eksponensialfunksjoner:

¥(z) = Ae"® + Be ", (3.13)

e & = 1/2m(Vp — E)/h. (3.14)

Skal vi ha en kvadratisk integrerbar belgefunksjon, sd kan vi .ikke bruke den
eksponensialfunksjonen som divergerer ndr |z| = oo. Dvs at Igsningen utenfor er
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av formen

P(z) = Ae™ for x < I (3.13)
P(z) = Be ™™ forz >1 (3.16)

Innenfor brgnnen er de navhengige lgsningene av (3.12)

P(z) = Csin(kz) + D cos{kz), (3.17)
der
k =V2mE/h. : (3.18)

Vi skjgter nd den indre Igsningen (3.17) til de ytre lgsningene (3.15-3.16) ved &
benytte at bade 1 og ¢’ er kontinuerlige.
I punktet x = —I krever kontinuitet av i og 9"

Ae™ = —Csin(kl) -+ D cos{kl) (3.19)
Are™ = E[C cos(kl) + Dsin(kl)], (3.20)
som lgst mhp C og D gir
C = Ae "™ cos(kl) (% - tan(kl)) (3.21}
D = e cos(kl) G:' tan(kl) + 1) . (3.22)

Skjgtingen av 1 og ¥’ ved z = I gir s&

Csin(kl) + Dcos(kl) = Be " (3.23)
k[C cos(kl) ~ Dsin(kl)] = —Bke ™. (3.24)
Eliminasjon av B gir
K £
C (}c- tan(kl) + 1) + D (E - tan(kl)) =0, (3.25)

og innsetting for C og D fra (3.21-3.22) gir s4

2 (%tan(kl) + 1) (—tan(kl) + %) =0. (3.26)
Vi ser at det er to ulike tilfeller, avhengig av hvilken faktor i (3.26) som er null.

Legg merke til nir forste faktor er null, s viser (3.22) at D = 0, og nir andre
faktor i (3.26) er null, s& viser (3.21) at C' = 0. Altsd
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tan(kl) = -:» Symmetriske egenfunksjoner:
P(~1 <z < 1) x coskz (3.27)
tan(kl) = —7]:— Antisymmetriske egenfunksjoner:

P(—l <z 1) xsinkz (3.28)

De to likningene mellom & og k er, vha uttrykkene (3.14) og (3.18), likninger for
energien E:

( symmetriske 1)) (3.29)

/———’] viVo — E)/E
ta,n( PR E) = { —\(/JDE‘/ (.V[))i FY ( antisymmetriske %)

o . . ?
Spgrsmalet er nd: Eksisterer lgsninger! . . -
’ Fgr vi gar videre legger vi merke til at for Vp = cc blir hgyre side av (3.2_9) lik
oo eller 0. Det krever at argumentet av tangens-funksjonen mé vare et multiplum
av /2. Det skjer for energiverdiene

2.2
ﬁ-ﬂ' 9

= n=1,2,...,
Bo = gmpiy”

som gjenvinner vart tidligere resultat (3.8) for et uendelig hoyt potensial (da
L - 2I)I a =3 -

Vi kan ikke lgse likningene (3.29) analytisk, men det er lett & fa en oversikt
ved & studere figur 3.4, der bade venstre og hgyre side av (3.29) er tegnet som
funksjon av den dimensjonslgse energiparameteren ¢ = /E/[Vy. Uttrykt ved £i
stedet for E tar likning (3.29) formen

o 3@ ( symmetriske 1) (3.30)
tan (E ZmiZVoh ) Y - — ( antisymmetriske 1)
1-§

Likningen viser at det er kombinasjonen [2V} av brgnnparameterene som bestem-
mer hvor mange lgsninger vi féir, og hva de er. . ‘

Heyre side av (3.30) er to faste funksjoner av £, mens venstre side varierer
med sterrelsen av potensialbrgnnen. Venstre side divergerer for

=indm 5w, (3.31)

Nér vi gker Voi? 1 figur 3.4 vil avstanden mellom divergenspunktt_ane.for tangens-
funksjonen bli mindre. Vi fr derfor flere og flere lgsninger (skjeeringspunkter)
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nar Vyl? gker.

f‘ | Vo —

(@) (b)

Fig. 3.4 (a) Grafisk lgsning av energiverdilikningen (3.30) for bundne tilstander i
en potensialbrgnn. Abscissen er £ = \/EW. Heyre side av (3.30), funksjonene
M/E og —£/+/1— &2, er stiplet. Venstre side av (3.30), som er vist hel-
trukket, divergerer for £ = (k + %)wh/\/z—ml'*‘_‘l/u. k=10,1,2,.... Skjeringspunktene
£a mellom stiplede og heltrukne kurver (svarte sirkler) bestemmer energiegenverdiene
B, = Vo2,  (b) Energispektret.

Det eksisterer alltid minst én symmetrisk lgsning, og nér ferste divergens-
punkt av tangensfunksjonen ikke faller inni det relevante intervallet 0 < € <1 s
fir vi bare denne ene lgsningen. Det skjer for

2 hZ
W' < oo (3.32)

™
— 42

Oker verdien av V,i? far vi s4 i tillegg en bundet antisymmetrisk egenfunksjon,
sa nok en symmetrisk lgsning, osv. Vi ser at det er en lgsning i hvert intervall av
lengde w/2 av tangensfunksjonen. Altsd er totalt antall bundne tilstander lik

N=1+ [2\/2ml2%h_2/7r] , (3.33)

hvor [z] er det stgrste heltall som er mindre enn z.
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Dette avklarer situasjonen for energier E < Vp. Hva med hgyere energier? For
E > Vj har Schrodingerlikningen utenfor brgnnen,

¢%$)=—2mn4(E-4@)¢:=—K2¢ for |z| > ! (3.34)
Igsninger som ikke faller eksponensielt av, men oscillerer med konstant amplitude:
P(z) = asin(Kz) + beos(Kz), (|| =1}, (3.35)

lgsninger som for en fri partikkel. Disse tilstandene er ikke lokaliserF i nzrheten

av brgnnen, de beskriver ikke bundne tilstander. Og det er slike lgsninger for alle
4 "

energier, slik at vi har et kontinuerlig spektrum for E > Vp.

Vi har fitt betydelig kvantemekanisk erfaring gjennom dette enkle eksemplet.
La. 0ss oppsummere noen hovedpunkter:

o Bundne tilstander finnes bare for visse diskrete energiverdier (energikvantiser-
ing).

o Egenfunksjonene for bundne tilstander er enten symmetriske eller antisym-
metriske omkring potensialets symmetripunkt. Grunntilstanden er symmet-

risk.
e En kan f3 flere bundne tilstander ved & gjgre brgnnen bredere, og/eller
dypere.

o Det er alltid minst en bunden tilstand. Dette er generelt tilfelle for éndimen-
sjonale potensialer som er overalt tiltrekkende_, dvsV(z) < V(.—oo) = V(o)
for alle z, og V{(z) < V{oo) over et endelig intervall. I tre dimensjoner er
dette ikke tilfelle, og heller ikke i én dimensjon hvis V(—oc) # V(+o0).

e For bundne tilstander er det alltid en viss sannsynlighet for 3 finne partik-
kelen i det klassisk utilgjengelige omridet utenfor brgnnen.

¢ For energier sé hgye at en klassisk partikkel ikke ville veere bundet i poten-
sialet er energispekiret kontinuerlig.
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3.4 Deltafunksjon-potensialet

Et ekstremt dypt og ekstremt smalt éndimensjonalt potensial vil kunne app-
roksimeres med en Dirac deltafunksjon:

Viz) = —ad(z), (3.36)

med positiv a. Utenfor potensialet (dvs for z # 0) har Schrédinger-likningen

ﬁ2
—5—¢"(z) — ab(z)p(z) = Ey(z) (3.37)

2m

eksponensielle lgsninger for £ < 0:

Pz) = P(0) eTV—EmE/A for z < () (3.38)

$(0) e V2mES/h for ¢ 5 Q. ’
Etter hva vi kom fram til i begynuelsen av dette kapitlet vil et sprang i den
deriverte av bglgefunksjonen tilsvare en deltafunksjon i potensialet. For i finne

spranget i den deriverte integrerer vi Schrodingerlikningen (3.37) fra z = —e til
x = +¢ (med positiv €) og fir

h2 , , +e
() - v (0] - a0) = B [ (o) do.

—€

For € = 0 forsvinner hgyre side, og vi far

h?
— 5~ [#'(0+) = ¢/(0-)] = a 9(0). (3.39)

Innsetting fra (3.38) gir en felles faktor 1¢(0) og forgvrig

2
;—mz\/—sz/h =a.

Dette gir

2
mo
B=-"0y. (3.40)

Potensialet har altsd én og bare én bunden tilstand uansett potensialets styrke.
Og vha (3.38), (3.40) og normering blir bglgefunksjonen

¥(z) = 1/ ma/R? eg~malzl/h®, (3.41)
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$(z)

Fig. 3.5 Deltafunksjon-potensialet og den bundne tilstanden.

Dette resultatet kan en ogsa & av resultatene for en endelig potensialbrgnn ved
en grenseovergang der brgnnen blir uendelig smal og uendelig dyl?. (Jfr. oppgave.)
For E > 0 har vi et kontinuerlig spektrum, med b;algefun};s;oner som for en
fri partikkel, bortsett fra at den deriverte i origo fremdeles mé oppfylle (3.39).
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3.5 Endimensjonal harmonisk oscillator

En partikkel som trekkes mot en likevektsposisjon av en kraft (—kq) proporsjonal
med utsvinget g fra likevektsposisjonen (Hookes lov} er en harmonisk oscillator?.

Den klassiske energifunksjonen (Hamiltonfunksjonen) for en slik harmonisk
oscillator har et kvadratisk potensial:

2
H(p,q) = ;’—m + imaw? ¢, (3.42)

Vi har uttrykt kraftkonstanten k = mw? pa denne spesielle méaten fordi sirkelfre-
kvensen av en klassisk svingning er w = /k/m, og har antatt at likevektsposi-
sjonen er i origo.

Den harmoniske oscillatoren er et av de aller viktigste systemer i fysikken,
fordi det i naturen er mengdevis av systemer — bl.a. molekyler, faste stoffer,
elektromagnetiske felt - som kan oscillere omkring sine likevektsposisjoner, og
som i hvertfall tilnsermet er harmoniske.

Vi lgser energiegenverdiproblemet for oscillatoren med en analytisk metode
her. I kap. 6 skal vi benytte en annen fremgangsmate — en algebraisk og enklere
metode - for oscillatorproblemet.

3.5.1 Egenverdilikningen
Den tidsuavhengige Schrodingerlikningen Hy = E1 som svarer til (3.42) er

Ry
—_——t = Fi. .
om dg? + smuwg P 1 (3.43)
Det vil forenkle videre regning om vi skriver likningen pd dimensjonslgs form.
Divisjon av (3.43) med %ﬁw, og innfpring av

E
- (3.44)
og
5= m?;m (3.45)
gir
T (3.46)

dz?

ZQrdet oscillere har en interessant etymologi. I vingirdene i det gamle Rom ble smi masker
av vinguden Bacchus hengt opp i treer for sikre en god hgst. En slik maske var en oscillium, et
lite ansikt, en diminuitiv av os, ansikt. De hang og svingte i vinden, og i tidens lgp gikk oscillium
over til 4 bety en svingning, og oseillore 4 svinge.
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Den enkleste maten & lase differensiallikningen pé er & sgke i den ma,tema'\tiske
litteraturen for 4 se om noen allerede har gjort arbeidet. L;zss.nmgenen er kje.nte.l
Men det er instruktivt & arbeide seg gjennom detaljene i lgsningen, s& det vil vi

jare. _
. Vi starter med & underspke hvorledes bglgefunksjonene forholder seg for store
z, der ,
d €
~2 = - | tore x). (3.47)
z a;g'd)-—i,b(l :132) ¥ (store z)

To gangers derivasjon og to divisjoner med z skal altsa essensielt (dvs for store z)
reprodusere funksjonen. En gangs derivasjon og én divisjon med z reproduserer
funksjonen 3% Derfor er det narliggende & forsgke slike funksjoner:
m—z_‘fﬂ_ei%zz = i (1 i lz) ~ ot Ee

dz? T
Vi konkluderer med at (z) = e~ 1%° for store . Naturligvis er bare minus—tfegnef
i eksponenten akseptabelt for normerbare funksjoner. (Og i forbifarten ser v1ogsa

av (3.47) og (3.48) at fore=1er e~3%" en eksakt 1gsning!) _
For 4 temme lgsningen spalter vi av denne dominerende asymptotiske oppfarsel

2

(store z). (3.48)

ed & sette .
! (z) = v(z) e (3.49)

Ved direkte innsetting i (3.46) finner vi at v(z) mé tilfredsstille
v =2z + (e—1)v = 0. (3.50)

3.5.2 Energiniviene

Vi finner den ukjente funksjon v(z) som en potensrekke:

v(z) = i ag . (3.51)
k=0

Det gir -
= k—2

v =Y ko o' =3 k(k—1)apz""
k=0 k=0

De to farste leddene bidrar ikke til v", & vi gker summasjonsindeksen med 2:

oo
k(k - 1) agz*> = Z(k + 2}k + Dag ozt
2 k=0

!
v’ =

Nk

by
Il

Innsetting i (3.50) gir da

S (b + 2)(k + Voo — (26 +1 - ay] ¥ =0, (3.52)
k=0
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Denne er oppfylt for alle z hvis og bare hvis alle hakeparentesene forsvinner. Dvs

2k+1—¢

apyz = m ag for k = 0, ]., 2, s o (353)

Ved hjelp av denne rekursjonsformelen kan vi uttrykke alle koeffisientene med
like indekser ved ag, og alle koeffisienter med odde indekser ved a;. Bade ap og
a1 er fritt valgbare:

1—e$2+(1—e)(5—e)$4+“.]

2! 4l
+ “1[ﬂ’+33—,e$3+(3‘257_6)51:%...}. (3.54)

Poenget er né at for en vilkarlig verdi av € vil disse lgsningene divergere sterkt
for |z| — o0. La oss sannsynliggjore det. Skal en studere lgsningen for store z er
det klart at forlgpet av koeflisientene for store k& er viktig. Fra (3.53) har vi

ag.12
ar

~

b0

for store k. Dette er akkurat som forholdet mellom koeffisientene i rekkeutviklin-
gen for &

2 1 1 1
e =1+ + =zt .= o By
2 4 k=0,24,.. (35)!
idet
Ger 12
Ck+2) Tk+1 &k

for store k. Denne konklusjonen ville blitt den samme om e var blitt multiplisert
med et polynom; eksponensialfunksjonen dominerer. Den ubehagelige konklusjon
er at begge hakeparentesene i (3.54) har for store = en divergens som er domi-
nert av funksjonen e® . Det er uakseptabelt, fordi P(z) = 'u(.xﬂs)e_%"’2 vil i safall
divergere og derfor ikke vaere normerbar.

Den eneste miten dette problemet kan unngas pa er ved at rekkene bryter
av, slik at v(z) er et polynom og ikke en potensrekke. Vi ser av (3.53) at det bare
kan oppnas dersom ¢ er et odde positivt heltall:

e=2n+1; n=0,1,2,.... (3.55)

Da blir apyg = 0, og dermed ap1q4 = @py6 = ... = 0. For ke n blir altsd den
forste hakeparentesen i (3.54) et polynom, men den andre hakeparentesen bryter
ikke av. Derfor ma vi sette a; = 0 i dette tilfellet. Omvendt mi vi sette ag = 0
for odde n for a fjerne den rekken som ikke bryter av.
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Bevis for (3.58-3.65):

Vi har altsa funnet akseptable bglgefunksjoner av formen

(z) = (polynom i 7) &~ 3 ¢ (3.58) er identisk med (3.57) med navneskiftet v, = H,,.
1
. T Derivasjon av (3.58) gir HY — 2zH, + 2(n — 1)H], = 0. Det viser at H’
P 3.44) tilsvarer energiverdiene ° ” Tn = &BHn n n
|. nér € = 2n + 1, som vha (3.44) _ oppfyller samme differensiallikning som H,,_;, og da differensiallikningen
bestemmere polynomet entydig mé vi ha H), = ¢, - Hy_1, der ¢, er en
| E,=(n+ %) hw n=0,12,.... (3.56) konstant. Konstanten ¢, bestemmes ved & se pd hayeste potens pa hver
side. P4 venstre side fir vi H}, = £(2%2" +...) = 2"nz™"!1 4+ ..., og pi
_ PRV o | : —
I' Dette er diskrete egenverdier med jevnstore avstander hw. At encrgien bare kan hoyre side: ¢ - 277270 4., som gir ¢ = 2n, qed.
' : 4 lere fi o . .
_ " gkes med belgp fw = hv synes kjent, for det_ var (.iette Planck métte postulere ior o Av (3.58) His Huyy — (22H.,, - H",,)/(2n + 2), og nir de deriverte
' stralingsfeltet, likning (1.5). Det er ingen tilfeldighet, for det elektromagnetiske

i : elimineres vha (3.59) 1is (3.60). Q.e.d.
|| felt er essensielt en overlagring av uavhengige harmoniske svingninger. Mer om (3.59) (3.60). Q

; kap. 16, der det elekiromagnetiske felt kvantiseres. ¢ Den genererende funksjonen S(z,s) = 3., H,(z)s"/n! er ofte nyttig. Deriv-
dette 1 kap , n 24

| asjon mhp s og bruk av (3.60) gir
3.5.3 Hermite-polynomene

) as oa Sn—l 00 Snfl
: For de akseptable verdiene ¢ = 2n + 1 blir likningen for polynomene v(z): 35 = ,;_1 H, T = nz=:1 (2zHp—1 — 2(n — 1) Hy,_3) mo D
"o_ 39 =0. (3.57)
X ~ U = 2Un + 200n Sett n =m + 1 i forste ledd og sett n = m + 2 i andre ledd pa hgyre side.
|“ Etter det ovenstaende har denne likningen bare én polynomlgsning, av grad n, og Det gir
|| or e inlikativ konstant. Dersom den multiplikative konstanten 88 o0 g™
' med en fritt valgbar multiplikativ constant. noar I ol 1 t — = (22— 23) Y, Hu(z)— = (22 - 25)5(z, 5),
| I velges slik at koeffisienten foran den hgyste potens z7 er 2", s kalles polynome ds 0 m!
! tradisjonel det nte Hermite-polynomet Hy(z). .
jonelt for det nte o
' | 1 prinsipp kan Hermite-polynomene finnes vha rekkeutviklingen ovenfor. Men som kan skrives
! det er flere andre oppskrifter pi & gencrere Hermite—p.oly{mx{_lle{r, og I;ziizzeg’ 35 InS(z,s) = 2z — 2s.
sjoner mellom Hermite-pOIY_IlomeT som viser seg nyttige 1 ulike sam BT Ved integrasjon fas
Vi utleder na fglgende relasjoner:
H' - 92zH! +2nH, = 0 (3.58) In 8(z,s) = 2zs — s* + C(z),
n " .
- 3.59
H, = 2nHp (3.59) der C(z) er en vilkarlig funksjon av z. Ved & sette s = 0 ser en at C(z) =
Hpe1 = 2zHp—2nHn (3.60) InHy = Inl = 0. Vi har altsd funnet InS(z,s) = 2zs — 52, som beviser
s n 3.61).
S =Y Hale) = % (3.61) o0
n=0 ' Jn e Av (3.61) falger
o2 —a? e
H(z) = e (‘a) ¢ (3.62) Y e )2 =
1.2 an\" 1.2 n=>0 v
Ha(z) = e (z-— ——-) e 1" (3.63) . : . :
" dx Ved & rekkeutvikle hgyre side i potenser av s skal altsd koeffisienten foran
' s"/nl veere €= Hy (z):
| [ Hola)Hn@e ™ do = 0 (n#tm) (3.64) / (@)
e 2 a\" 2 a\" 2 d\" _.a
—x — el —(s—zx) - _Z —({s—=) — [ .= -z
/m B (z)e ™ do = V72" n! (3.65) )= Kas) ’ Lzo K 6:1:) ’ L:o ( drﬂ) ©
—00
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som beviger (3.62). Denne relasjonen (og liknende uttrykk bl.a. for Legend-
repolynomer) kalles Rodrigues® formel.

e Ved & kombinere (3.59) og (3.60) til Hnyy = 2z1n — H! har vi

(93 - i) Hy(z)e 3% = [2aHn(z) — Hn(z)] e = Hou(2) €3
dz

Det gir

n
d _1g2 d\" _12 . 4\ -1
H, e 3% = (:c - —da:> Hyp_1e72 = (m ~ EH‘T) Hpe 2" = (I d:l:) e ?

som beviser (3.63).

o (3.64) fglger av det alminnelige teorem om at bglgefunksjoner som tilhgrer
ulike egenverdier er ortogonale.

e For & vise normeringsintegralet (3.65) uttrykker vi det ene Her.mite—poly-
nomet vha Rodrigues formel (3.62), og gjer n delvise integrasjoner, med
resultat

7 7 dA\" 2 [ e d\"
fe“‘”zﬂﬁ dz = /ds: Hal(o) (—&5) e’ = fdme (E) H, ().
-0 —oc —00

Da H,(z) har 2"z" som hgyeste potens vil derivasjonen gi 2"n!, slik at vi

far - -
2
f ¢~ H? dz = 2"/ / dz e™® = 2"nl /T,
—00 —00

som beviser (3.65).

En eksplisitt beregning av de farste Hermite-polynomene kan gj;zsres pd mange
vis: fra rekkeutviklingen, fra (3.60), fra (3.61) eller fra (3.62). Vi finner

H[) = 1
Hl = 2z
H, = 4% -2 (3.66)

Hy, = 8z° 12z
H, = 16z*—48z% +12
Hs = 322° —160z° + 120z

30linde Rodrigues (1794-1851), fransk matematiker og gkonom. Meget aktiv som propagan-
dist for Saint-Simons tidlig-sosialisme.
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Vi ser at Hermite-polynomene er avvekslende like og odde funksjoner av z. Det
kan en ogsa se direkte av (3.62) eller (3.63):

Hp(-z) = (=1)" Hp(=). (3.67)

3.5.4 Egenfunksjonene

Den opprinnelige stedsvariable var ¢ = z\/f/mw. Vha (3.64) ser vi at de normerte
bglgefunksjonene er

Yn = (?)Z (\/??2%!)‘% Hy(z)e 32", (3.68)
eller
¥ulg) = (%")4 —% e~ Med 1% 1 (g1 [muw/R). (3.69)

Egenfunksjonene for de laveste energinivdene er skissert i Fig. 3.6. Funksjonene

har alle en bestemt paritet, like for n like og ulike for odde n. Det falger direkte
av (3.67).

/N .

N N
\VA! | |

Fig. 3.6 Belgefunksjonene for de seks tilstandene med lavest energi.

*

I kap. 6 skal vi ta for oss den harmoniske oscillatoren igjen, og vise hvorledes
energiegenverdier og tilstander kan finnes ved en helt annen metode, uten 3 lgse
noen differensiallikning i det hele tatt!
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3.5.5 Sammenlikning med en klassisk oscillator

mé pa en eller annen mate kunne oppfattes som et grense-
n. P4 hvilken mate?

kjenner energien til, men forgvrig ve’f
gker sannsynligheten p(g) dq for &

En klassisk oscillator 1
tilfelle av den kvantemekaniske oscillatore

La oss ferst se pa en oscillator som vi j
vi ingenting om dens dynamiske tilstand. Vis

scillatoren i intervallet (g,q + dq). _ _ ' N
ﬁnnIe{::.nltemekanisk vil fastlagh energi si at oscillatoren er i den stasjoneere til

stand som svarer til energien, og p = Igbn(‘q)lz. Vi venter z?,thklaisis:{;eiz;hzl(z)fa:
vi for store energier. Eksempelvis viser Fig. 3.7 sannsynlighetste
2 i E = 20.5hw. ‘
Wmll‘orfo;einlfliz;igslkfoscillatoren med fastlagt energi kjenn_er vi ba,r.e .maksuﬁa;
lutslaget go = V2E /mwg. Sannsynligheten for & finne osc11lla,toren.1 1nter]':iat eI
dq) er lik den brgkdelen av tida som oscillatoren er i dette 1_nterva. et-

(’q’ oo dg tilbringer den tida dg/v i intervallet, der v er hastigheten, gitt
vo pzissasge—a‘:ﬂ E Linw?q?. Det er altsi mest sannsynlig 4 finne oscillatoren neer
Zjddz:zzst;ghetenzer lav. Da oscillatoren passerer intervallet to ganger i lgpet av

svingetida 27 /w, blir p(Klassisk) dg = (w/ m)dg/v, eller utskrevet:
i ! = ! . for ~q<g<g, (3.70)
p(klassisk) = T nld -
og p(Klassisk) = 0 for ig| > g0 Denne klassiske sannsynlighetsfordelingen er ogsa

inn i Fi i = 20.5hw.
t inn i Fig. 3.7 for energien E = 2 ‘ . _ . _
tegrgerlsom vi Ignidler over de raske svingningene 1 bglgefunksjonen ser vi at over

enstemmelsen er rimelig god. En kan vise analytisk at den blir bedre og bedre jo

stgrre energien er.

L

og klassisk (stiplet) sannsynlighetstetthet for

= 20.5kw i et harmonisk oscillatorpotensial.
1

ander er i enheter (h/mw)? og sann-

Fig. 3.7 Kvantemekanisk (heltrukket)
posisjonen til en partikkel med energi E
Dimensjonslgse variable er benyttet, cllvs at avst
synlighetstettheter i enheter (mw/h)3.
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Denne sammenlikningen er vel og bra, men den viser ikke tidsutviklingen av
et oscillerende massepunkt i detalj. Slipper vi en partikkel med null hastighet
og med amplitude ¢o vil den klassisk oscillere som g(t) = ggcoswé. Hva er det
kvantemekaniske motstykket til dette? ‘

De kvantemekaniske energiegenfunksjonene oscillerer ikke, de er jo stasjonsre
tilstander med tidsuavhengig sannsynlighetstetthet. For & f& det til 4 svinge mi
vi se pa ikke-stasjonare tilstander. Disse kan alltid betraktes som overlagringer
av stasjonere tilstander. Som et eksempel anta at bglgefunksjonen ved ¢t = 0 er
som 1 grunntilstanden, men sentrert ved en amplitude gy:

mw

1
¥(q,0) = (—) b gmmula—g)/2n, (3.71)
wh

Av symmetrigrunner er (g) = qo, og en viser lett at forventningsverdien (p) av im-
pulsen er lik null ved ¢ = 0. S4 bortsett fra at begynnelsesverdiene for posigjon og
impuls ikke er skarpt definert, likner dette pa den klassiske startsituasjonen. Den-
ne bglgefunksjonen har forgvrig minimalt uskarphetsprodukt, idet Ag Ap = h/2
(se kap. 4.5). Ved & utvikle i stasjonere tilstander, ¥(q,t) = 3, ¢,y (g)e " Ent/R
besterme ¢, utfra ¥(g,0), og utfgre summen over n, fir en etter endel regning
(se oppgave)

1
(g, t)* = (%3) * gmulg-go coswt)? /A, (3.72)

Dette er den beste analogi til en klassisk svingning som vi kan fi. Belgepakken
svinger med en middelposisjon (¢} = gq cos wt som fplger den klassiske svingning.
En slik oscillerende gaussisk bplgepakke kalles en koherent tilstand (se ogs kap.

6.5.6). Men prisen for & f4 denne klassisk-liknende oscillasjonen er at energien
ikke lenger er skarpt definert.

3.6 Spredning i én dimensjon

Hittil har vi studert endel éndimensjonale potensialer for & finne hvilke bundne
tilstander som eksisterer i de ulike potensialene. Slike diskrete energinivier danner
basis for interpretasjon av eksperimentelle spektra; fra kjennskap til spektrene kan
en finne egenskaper til potensialet som en partikkel befinner seg i. Men det er
andre eksperimenter enn spektralanalyse som kan gi informasjon om potensialet. I
et spredningseksperiment sendes en partikkelstrale inn mot en spreder, et target,
og detektorer maler hvor stor brgkdel av partiklene som kommer ut i de ulike
retningene. Retningsfordelingen for de spredte partiklene er karakteristisk for
potensialet.

Vi skal i kapittel 13 behandle spredning i tre dimensjoner. 1 én dimensjon,
som vi tar for oss her, er problemet enklere fordi det bare er to retninger: Enten
fortsetter en partikkel etter spredningen i samme retning som den innfallende
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stralen — den transmitteres gjennom sprederen —, eller 84 har den motsatt retning
— den spres tilbake. Vi gnsker derfor 4 beregne

R = sannsynligheten for at partikkelen reﬂekte_res,
T = sannsynligheten for at partikkelen transmitteres.

Refleksjonskoeffisienten R og transmisjonskoeffisienten T avhenger av poten-
sialet og av partikkelens energi.

3.6.1 Planbglgelgsninger

Spredningseksperimentet bestar i at en innfallende partikkel med m??sia '.;n, 0%
itiv 1 tre mot hgyre inn mot et lokahser
ositiv impuls p beveger seg fra vens i _ _
?i:diige potensial V{(z). At potensialet er lokalisert medfprer a,t.partlkkel((ein i
sf‘.)or avstand fra potensialet oppfarer seg som en fri partikkel, Lgsningene av den
stasjonzere Schridingerlikningen for en fri partikkel,

- = Ey(z), (3.73)

er plane bglger,
h2 ]ﬂ2
E=_——

. (3.74)
2m

W(z) = Ax 57, med
i i D, d egenverdier +hk, sd en

isse er egentilstander for impulsoperatoren pg me : _
glizf)wlge l:%eskriver en partikkel med en helt bestemt impulsverdi. De fullstendige

belgefunksjonene, med e~ tEt/h hektet pé, er
‘I’(.’B,t) = AL ei(ikmfﬁkztﬂm)_

Vi vil her behandle spredning som et stasjonert problem der dian im;.fallslgii
i. Det er teknisk enklere enn alternative
tikkel har en helt bestemt energi. De :
g:; innfallende partikkel beskrives ved en lokalisert belgepakke av typen som er
ist i Fig. 1.3. ' .

VIStSetlir bare utenfor rekkevidden av potensialet at belgefunksjonen har iien
enkle formen (3.74). Ved potensialet er forlgpet mer komphszll,":;. A norme:e Egéﬁ:
j i i kan godt bruke unormerte

ksionene kan derfor vere vanskelig. Men vi u .
gﬁkz:]ioner nar vi benytter sannsynlighetsstrgmtettheter 7, utledet 1 kap. 2.6.
Bolgefunksjonene (3.74) tilsvarer strgmtetthetene

= ’l,b —f ) =xIr— 2 (3.75)
j R i () ==+ lA:h| .

Jx € ( T ﬂ:( )

I stedet for 4 tenke pi sannsynlighetsstrmmtettheter for en eneste pa,rtikkel,

kan vi tenke pa partikkelstraler med en mengde uavhengige partikler 1 innfallenfde
strile. Det tilsvarer en realisering ved gjentatte forsgk av sannsynlighetene for
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ulike resultater for én partikkel, p4 samme vis som Kast med en stor mengde
terninger realiserer sannsynlighetene for ulike resultater for én terning,.
Det vil veere forholdet mellom utgiende stremtetthet i foroverretningen (j;)

eller bakoverretningen (4,) og innfallende strgmtetthet Ji som bestemmer trans-
misjons- og refleksjons-koeffisientene T' og R:

r=2 gl (3.76)
Ji i

3.6.2 Spredning pd potensialbrgnn

Enkle eksempler pa spredning i én dimensjon er spredning p4 en potensialbrgnn
eller potensialbarriere. Dette er viktige eksempler fordi de illustrerer sammenhen-
ger med klassisk mekanikk, men enda mer fordi de illustrerer nye kvantemekaniske
fenomener, som ikke-klassisk refleksjon, spredningsresonans og tunnelering,

Den eksperimentelle situasjon er vist i Fig. 3.8: En innfallende strgm j; av

partikler med masse m og energi E produserer en transmittert strgm j og en
reflektert strgm j,.

Jt

Jrt4— Jt
———

~W

(a) (b)
Fig. 3.8 Spredning p4 (a) en potensialbrgnn, og {b) en potensialbarriere.
Forskjellen pi de to tilfellene er bare fortegnet pi potensialet V; i intervallet
0 £ z < L. Her er potensialet satt lik null utenfor intervallet, i motsetning til i

kap.3.3 der vi milte potensialet fra bunnen av brgnnen.
Vi starter med potensialbrgnnen:

_ ) W for0<z<L
Viz) = { 0 ellers. (3.77)

Lgsningen av den stasjonaere Schrodingerlikningen i de tre omradene er

ekz 4 re”#¢  forz <0
P(x) = ae-i‘?m +be® for0<z <L (3.78)
teths forz > L,
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[2mE s [2m(E + Vo) 3.79
k= 7;2 og q= R2 . ( )

Her er koeffisienten foran e**-leddet for den innfallerllde strélen satt lik 1. Delz“ln er
ingen innskrenkning for som (3.76) viser er vi bare interessert 1 forhold mellom
Strﬂllzt:;tff;f;é til at vi ikke har noe e—ikm-lec:ld 1 bglgejfunksjonen ;Zr a:h> J;;
selv om den generelle lgsning av Schréidingerlikningen i dette omradet har t
slikt ledd. Grunnen er at et e kz_ledd beskriver en b;alg(-e sorm bevegt?l:{ lfelgtf;;
venstre, og slik eksperimentet er satt opp er det finnes ikke en pa.?'t; ed§ on
inn mot potensialet fra hgyre. Dette, 0g tﬂsvarende_for spredning 011 reh a:uane
gjoner, er en utstrcilingsbetz’ngelsfe: io:tsettdfradc;elr)loé:i?;z?de stralen
i etning bort fra det spreaen .

Par%tk;f; rlfcf?lzzisene a,g b, r og t bestemmes av de fire gr‘enﬁebetingelselne som
skigter de tre delene av bglgefunksjonen (3.78) sammen. Skjgtingsbetingelsene er

kontinuitet av ¢ og ¢’ iz =0o0g z =L

147 = a+b (3.80)

ik —ikr = iga—igb (3.81)

ae'l? +he~tL = te*h (3.82)
iqaeitl —ighe™ = iktett” (3.83)

De to farste likningene beskriver skjgtingen ved z = 0, de to siste skjetingen ved
g = L. De to fgrste likningene gir

_ gtk gk
@ - 2q + 2q

_ ek gtk (3.84)
b= St

Innsetting av disse uttrykkene for a og b i (3.82) og (3.83) gir to likninger til &
bestemme r og ¢, med resultatet

?'(qz N kz) Sln(qL) i (385)
r 2kq cos(gL) — i(k? + ¢%) sin(qL)
t = et = (3.86)

2kqcos(qL) — i(k? + %) sin(gL)}
Innfallende, reflektert og transmittert strgm er ifglge (3.75) lik

Rk N TP
Ji = Jr=—;l?‘|a gt mltl
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Vi far dermed refleksjonskoeffisient og transmisjonskoeffisient lik

R — E_' =[,rl2: (k? _q2)2 Sin2(qL) - 4E(%2 Sinz(qL) (3 87)
i 4k2g% + (k2 — ¢?)2sin’ (L)  4E(E + Vo) + V2sin?(gL)
; 2.2
T o= L= - 4k ‘12 = 4E(E+Z°)_ ~——(3.88)
Ji 4k%q? + (k? — ¢?)2sin’(qL)  4E(E 4 Vp) + V¥ sin®(gL)
Legg for det fprste merke til at
R+T=1 (3.89)

Dei er et uttrykk for partikkelbevarelse, eller, om en vil, sannsynlighetsbevarelse.

For det andre ser vi at ¢ > k, dvs at partikkelen fir stgrre impuls inne i
brgnnen enn utafor. Det er akkurat som i klassisk mekanikk.

For det tredje ser en at normalt vil det veere en endelig sannsynlighet for at
partikkelen reflekteres. I klassisk mekanikk vil en slik refleksjon naturligvis ikke
skje. En klassisk partikkel vil, etter & ha hatt en sterre hastighet i intervallet 0 <
z < L, fortsette med den opprinnelige farten. Dette kvantemekaniske fenomenet
kalles ikke-klassisk refleksjon eller anti-tunnelering.

For det flerde ser vi at for spesielle energier, de som gjgr sin(qL) = 0, dvs
gL = nmx, er likevel transmisjonskoeffisienten T = 1. De tilsvarende energier er
etter (3.79) )

2322
E=—%+”’22—L7;, for n=1,2,3... (3.90)
Disse energiene svarer til at fram-og-tilbake-avstanden over brgnnen, 2L, er ef
helt antall bplgelengder (bglgelengden er 27 /q). De kan forstis, pa samme méate
som tilsvarende effekt i optikk, som at reflektert belge fra forste grenseflate og
reflektert bplge fra andre grenseflate (der det skjer et faseskift) slukker hverandre
ut. Figur 3.9 viser transmisjonskoeffisienten som funksjon av energien.

Fig. 3.9 Transmisjonskoeffisient T ved spredning pd en potensialbrgnn, som funksjon
av partikkelenergien E.
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Vi vil komme tilbake til liknende fenomener med min.imal s;‘)redni.ng (Ramsauer-
Townsend-effekten) nir vi senere behandler sprednixlxg itre dlmens_]olner. -,

Tilbakespredningen er maksimal nar gl = (n + 3)m, med hfa-lta,lhg n. Tilsva-
rende spredningsresonanser vil vi mete i tredimensjonal spredning.

3.6.3 Spredning pi potensialbarriere

Spredning pa en potensialbarriere fglger av resultatene for potensialbrgn.men, ved
3 la Vo — —Vp. Det virkelig interessante tilfellet er ndr part1kke1&3nerg1en E er
mindre enn barrierehgyden Vp. I dette tilfellet blir g imaginzer sa vi setter

m 2m
2 . = J2 (V= 3.91
q:.‘/—ﬁ—z—(E—Vo)::i.K,, med n_dhz(o E). (3.91)

I ustrykket (3.88) bruker viat sinfiz) = isinh(z), og far transmisjonskoeffisienten
for potensialbarrieren lik

(2kk)? 4E(Vo — E)

= : . (3.92)
T= (k2 + w2)? sink? (kL) + (2ks)?  4E{Vo - E) + ViZsinh?(xL)

j i i dR=1-T.
Refleksjonskoeffisienten er fremdeles gitt ve . .
For hgye barrierer i forhold til partikkelenergien (stor k), og for })r:de barrierer
(stor L), er argumentet for sinh-funksjonen stort. Da sinh(z) = 3e® for store T
blir transmisjonssannsynligheten liten for disse tilfellene:

6E(Vo — B) _osL . 16E(Vo = B) _—21+/2m(Va~E)/A? (3.93)
T= Vﬂ2 V02

Her er det eksponensialfunksjonen som er avgjgrende faktoren, den kan bli sveert

liten. . . ]
Hovedpoenget er at partikkelen har alltid en endelig sannsynlighet for & trenge

igjennom barrieren! Dette er en ren kvantemekanisk effekt, for 1 klassisk mekanikk
vil partikkelen ikke ha tilstrekkelig energi til & passere potensialtoppen. Fenome-
net kalles kvantemekanisk tunnelering.

3.6.4 Anvendelser av tunnelering

i iktig i fa
Kvantemekanisk tunnelering er viktig 1 mange gsammenhenger. Her er noen

eksempler:

1. Feltemisjon _ _ .
For 4 frigjsre et elektron fra et metall mé elektronet tilfgres minst et energl-

belgp W, frigjgringsarbeidet. I den fotoelektriske effekt ble (.ie.nne energien tilf;ar’f
ved innfe;,llende fotoner (kap. 1.3). En helt annen méte 4 frigjgre elektronene pa
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er feltemisjon. Figur 3.10 viser prinsippet: Et konstant ytre elekirisk felt £, til-
svarende tilleggspotensialet —efz (hvis feltet gar i z-retning), gir en triangulaer
barriere som elektroner kan tunnelere igjennom. Dette gir en strgin av elektroner.
Hvorledes strémmen avhenger av feltstyrken kan vi estimere som fglger. Et
mal for bredden L av barrieren er den avstanden z som gjgr W — efz = 0, dvs
L =We t£~! 1 analogi med likning (3.93) for den firkantede potensialbarrieren
venter vi at transmisjonskoeffisienten varierer med feltet som In7T oc —L o« £7L,
Eksperimenter viser en slik liner sammenheng mellom In7T og £1.

™y

frigipringsarbeidet [

\

metall vakuum

elektron-
—————————— [

emisjon

uten felt med felt

Fig. 8.10 Potensial for det mest energirike elektron i et metall (a) fgr, og (b) etter

at et ytre elektrisk felt er patrykt. Tunnelering gjennom det trekantede potensialet gir
feltemisjon.

2. Sveipe-tunnelerings-mikroskopi

En relativ ny teknikk som har hatt stor betydning for & avbilde atomszere
strukturer er sveipe-tunnelerings-mikroskopi (standard akrynom er STM, fra en-
gelsk Scanning Tunneling Microscopy).

Skjematisk sett fungerer mikroskopet ved at et meget tynn metallspiss danner
en elektrode over metalloverflaten som skal undersgkes. Ved at en ytre spennings-
forskjell palegges kan elektroner tunnelere mellom spissen og metalloverflata. Nar
spissen sveipes over overflata sgrger en tilbakekoplingsmekanisme for 4 justere
spissens vertikale posisjon slik at tunneleringsstrgmmen holdes konstant. Dette
gir hgydeprofiler som danner en avbildning av overflata.

Det er viktig at spissen dannes av noen fa overflate-atomer. Presisjonen blir
god fordi tunnelerings-sannsynligheten er en uhyre fglsom funksjon av avstanden
(L i likning (3.93).) Ngyaktigheten blir utrolig god, ned til en brgkdel av 1 A!
Dette er et godt eksempel pi at kvantemekanikk kan skape ny teknologi.

3. Radioaktiv a-desintegrasjon og fusjon av kjerner
En enkel modell av radioaktiv desintegrasjon, f.eks. ved at en alfa-partikkel
(He*-kjerne) unnslipper fra en kjerne, er fglgende: En a-partikkel som dannes inne




——

66 ENDIMENSJONALE POTENSIALER

i kjernen fpler et potensial omtrent som skissert i figuren. Ved s.tcl)re avstander
representerer potensialet Coulombirastgtningen me.llorn d(-::n posﬂ;w? ladede a-
partikkelen og den positivt ladede restkjernen. I tillegg vil ved Sma a,vstand.er
kjernekreftene gi en tiltrekning som holder a-partikkelen bundet til kjernen (Fig.

3.11). Vol

Coulomb-barriere

Kjernepotensial

Fig. 3.11 Skjematisk modellpotensial for a-partikkel i kjerne.

Selv om a-partikkelen har mindre energi enn toppen av Potepsia.lba.rrieren 84
kan den tunnelere igjennom. Halveringstiden 7 for en ustabil k]e.rne er omvendlt
proporsjonal med tunnelering-sannsynligheten, og kan vaere fra mlkr?selful?der til
millioner av ir. En kan tenke seg at a-partikkelen skrangle? runc_lt inni k:]ernen,
og gjor gientatte forsek pa & slippe ut. Ut fra kinetisk energi og kjerneradien kan
en estimere hvor ofte en a-partikkel ,banker pa porten” for & komme ut, det er
noe i storrelsesorden 10! ganger pr. sekund. Det forteller oss for det farste at
tunnelering-sannsynlighetene kan vere svart forskjellige, og for det andre at de
er utrolig sma. _ .

Her ga det frastgtende Coulombpotensialet en barnere.som a—gartlkkelen
matte tunnelere gjennom for 4 komme wut av kjernen. I ft:csyansreaksg'mrzer opp-
trer prosesser av omvendt type, der to kjerner ma overvinne deres gjenmdlge
Coulomb-barriere for 3 komme si neer hverandre at de kortrekkend(? k_ler_nekref—
tene fir virke. Igjen er sannsynligheten for kvantemekanisk tunnelerllng giennom
barrieren hovedfaktoren som bestemmer reaksjonsraten. Da solenergien kommer
fra. fusjonsprosesser, er tunnelering simpelthen livsviktig for oss!
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10.
11.

12,

Oppgaver

. Vis at for en partikkel i grunntilstanden i en uendelig dyp potensialbrgnn er sannsynlig-

heten for & finne partikkelen i den midtre halvdel av boksen (3L <2 < 3L) ca. 82%.

. Vis at nar potensialbrgnnen i kap. 3.3 blir sveert grunn, eller sveert smal, vil sannsyn-

ligheten bli vilkarlig naer 1 for 4 finne en bundet partikkel i det klassisk utilgjengelige
omradet utenfor brgnnen.

En partikkel i brannen (3.5) har ved ¢ = 0 bglgefunksjonen
¥(z,0) = konstant (sin(nz/L) + sin(2rz/L)) .

Hva er belgefunksjonen ved senere tidspunkt ¢? Bestem sannsynlighetsstrpmtettheten
J{3L,t) i midten av boksen.

. For hvilke potensialstyrker V5 vil en partikkel med masse m i det éndimensjonale poten-
sialet
+oo for z < 0
V(x):{—Vo for0<z <1
0 forz >1

ha minst én bunden tilstand?

- Ansla hvor bred en GaAs/GaAlAs kvantebronn mé vare for at avstanden mellom de to

laveste nivaene skal veere 40 meV. Barrierehgyden er Vo = 300 meV og i halvledermate-
rialet kan elektronene anses som partikler med en effektiv masse m* = 0.067m,, der m,
er elektronmassen.

- Finn bindingsenergien (3.40) i deltafunksjon-potensialet (3.36) ved en grenseovergang i

resultatene for potensialbrennen. (Tips: Sett £ = V, + E, for 4 méle energiverdien i
forhold til potensialniviet utenfor brennen. Innfpr videre { = a/(2V}), og ta grensen
Vo — oo med o konstant.

- Deltafunksjon-potensialet (3.36) ligger i en avstand [ fra en hard ugjennomtrengelig vegg.

Hva er betingelsen for det eksisterer minst én bunden tilstand?

. Deltafunksjon-potensialet (3.36) ligger i en avstand I fra to harde ugjennomtrengelige

vegger, en pa hver side, slik at grunntilstandsenergien er lik null. Hva er avstanden [7
Skissér balgefunksjonen i grunntilstanden.

. Et éndimensjonalt potensial som bestar av to deltafunksjoner i avstand 21,

Vig) = —ad(z+ 1) —adle -1,

er et enkelt tilfelle av en dobbelbrgnn. Hva er grunntilstandsenergien nér I er svaert stor,
og nér | er svaert liten? Finn den minste verdien for [ som gir to bundne tilstander i
potensialet.

Gi vha (3.62} et induksjonsbevis for at alle n nullpunktene av H, (z} er reelle,
En partikkel med masse m i deltafunksjonspotensialet —a8(x) har ved § = 0 bglgefunksjonen

U(a,0) = /macRE e~mackl/i?

der ¢ er et dimensjonslgst tall. Finn sanusynligheten P(c) for at partikkelen er bundet.
Skissér P{c).

Beregn for en harmonisk oscillator 1),{0), og finn det asymptotiske uttrykk for store n
vha Stirlings formel n! ~ n”e™"/2rn. Forklar at resultatet er i overensstemnmelse med
det en kunne vente ut fra (i) paritet og (ii) klassisk mekaniki.
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13. Bruk Rodrigues formel (3.62) for Hermitepolynomene til & vise at starttilstanden (3.71),
1
_{MWAT _mu(g—qp)* /28
) - (e 790
(g,0) ( s ) e
for en harmonisk oscillator er en lineserkombinasjon av stasjonzere tilstander med koeffi-
sienter
L gne-isd
Cp = Toe ,
v2rn! 0
der 2y = go+/mw/k. Vis at dette leder til resultatet (3.72). Hva er middelenergien for
denne oscillasjonen?

14. En partikkel med masse m befinner seg i et harmonisk-oscillator potensial utenfor en

hard vegg:
+o0 forz <0
V(=)= { itz forz >0
Finn energiegenverdiene.
15. En partikkel med masse m befinner seg i et éndimensjonalt potensial V' {z) som er null i
uendecligheten. Partikkelen er i en stasjonzer tilstand
1
olz) o0 ———,
(x% + az)%
Bestem potensialet og den tilhgrende energiegenverdien.
16. Bevis virialteoremet for en partikkel med masse m som er bundet i en (reell) energiegen-
tilstand i et éndimensjonalt potensial V{z):
1/, @\ _[p
2 dz 2m [’
{Tips: Start med 4 derivere Schridingerlikningen pé formen
hz ’9’)”
= — hp z.
V(z) E+2m¢ mhp z.)
Bruk virialteoremet til 4 vise at for en harmonisk oscillator er forventningsverdiene av
kinetisk og potensiell energi like store.

17. En partikkel med masse m og energi F sendes inn fra venstre mot en potensialbarriere

som bestir av et enkelt trinn:
] 0 forz<0
V(m)—{ Vo forz >0.
Anta E > Vi > 0 og beregn refleksjons- og transmisjons-koeffisientene.

18. Anta F < Vi i den foregiende oppgaven, og vis at R = 1. Hva er inntrengningsdybden?
{Dvs hvor langt inni barrieren vil amplituden av bglgefunksjonen ha sunket til f.eks. 1/e
av verdien ved barrierens begynnelse?)

19. Beregn transmisjons- og refleksjons-koeffisient for en partikkel med masse m og energi F

som sendes inn mot deltafunksjonsbrgnnen

Vir) = —ad(z).

Hva blir forskjellen nar o endrer fortegn, slik at potensialet blir en deltafunksjonsbarriere?

Kapittel 4

VIKTIGE

KVANTEMEKANISKE
TEOREMER

4.1 Simultane egenfunksjoner

En fysisk storrelse F har en veldefinert verdi (f) hvis og bare hvis systemet er i
en egentilstand ¢ for den tilhgrende operator, ﬁ(,a = fep.

' -Dersom to fysiske storrelser F og G skal kunne ha veldefinerte verdier sam-
tidig, sa m4 derfor systemet vare i en felles egentilstand @ for de tilhgrende
operatorene ¥ og G-

Fo=fop 0g é’tp = go. (4.1}

Ved & operere pa den farste likningen med G og p4 den siste likningen med F fas
GFp=[Go=fgp o5 FGp=gFyp=gfyp. (4.2)
Ved & trekke den siste av disse to likningene fra den forste fir vi

(GF - FGyp =[G, Flp=0. (4.3)

Dersom dette bare var gyldig for én funksjon ¢ ville det ikke veere serlig interes-
sant. La oss anta at det gjelder for et fullstendig sett av egenfunksjoner ¢n. Pga
fullstendighet kan en vilkarlig funksjon ¢ utvikles i settet gy, og vi har 1raerfor
[#, Gy = 0 for enhver funksjon . Altsd er kommutatoren ekvivalent med mull:

[F,G]=0. (4.4)




