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Lgsningsforslag til gving 2.

Oppgave 1: Partikkel i boks

En partikkel befinner seg i potensialet V(z) = 0 for 0 < z < L og V(z) = oo ellers (dvs en uendelig dyp
potensialbrgnn pa intervallet 0 < x < L). Ved tidspunktet ¢ = 0 beskrives partikkelen av bglgefunksjonen

2
U(z,0)=A (Sin % + sin %x) .

a) Bestem koeffisienten A slik at ¥ er normert.

Normering av W:
1= /OL | (z,0)|? da.
De stasjoneere lgsningene er ortogonale. Derfor vil ”kryssleddene” av typen
L nx | 2nx
/0 sin —= sin —— dx

bli lik null og ikke bidra. Fra forelesningene, og fra oppgave 4 i gving 1, vet vi at de stasjonsere lgsningene
er normert hver for seg med konstanten /2/L foran sinusfunksjonen. Dermed ma vi ha

= |A? =

= Al = —

Her spiller det ingen rolle om vi velger den positive reelle lgsningen A = 1/ V'L, den negative reelle lgsningen
A=-1/ V'L, eller en hvilken som helst kompleks lgsning for A, bare absoluttverdien er riktig. Som regel
velger vi da A = 1/\/E

b) Skriv ned ¥(x,t) for t > 0.
De stasjoneere lgsningene har tidsavhengig faktor exp(—iE,t/h). Her er ¥ en sum av to stasjonare lgsninger,
med hhv n =1 og n = 2, som betyr at

1

. 2 A
U(x,t) = Wi <sin ﬂ—;e_ZElt/h + sin %xe_’EQt/h) ,

med E,, = n?r?h?/2mL2.
c) Bestem sannsynlighetstettheten p(z,t) = |¥(z,t)|?> = U*(z,t)¥(x,t) for t > 0.

Da ¥ og den komplekskonjugerte ¥* begge er en sum av to ledd, vil produktet gi i alt en sum av fire
ledd. To av disse blir uavhengige av t, siden ¥ og ¥* bidrar med samme tidsavhengige eksponent, men med
motsatt fortegn. De to "kryssleddene” har den samme tidsuavhengige funksjonen, og tidsavhengig faktor med
motsatt fortegn oppe i eksponenten, exp[+i(Es — E1)t/h]. Fra Eulers formel vet vi at exp(ia) + exp(—ia) =



2 cos a. Dermed kan vi sla sammen de to kryssleddene til ett, som dermed far den tidsavhengige faktoren
2cos[(Ey — E1)t/h] = 2cos(3n2ht/2mL?). Alt i alt:

(2,1) 1. omx i 227‘(‘ 49 T 2rx 3772ht
r,t) = — [sin® — + sin® —— sin — sin —— cos —— | .
P =T L L LD “Comre
d) Bestem sannsynlighetsstrommen
4 h OY(z,t)
t) = Re (V*(x,t) ———~
jant) = Re (W (a,1) 2 22T

for ¢ > 0. Hva blir j(L/2,t), dvs midt i brgnnen?

Vi trenger
ov

% L\/_ (CO& €

Denne skal multipliseres med ¥* og konstanten h/mi, og til slutt skal vi ta realdelen av det hele for a finne
j(x,t). Viinnser at her vil kun de to kryssleddene kunne gi bidrag. Hvorfor? Jo, ledd som har produkt av
samme tidsavhengige faktor men med motsatt fortegn i eksponenten, blir rent imaginzere, pga den imaginaere
enheten 1/i. Kryssleddene har en sinus fra ¥* og en cosinus fra 0¥ /0z. Alt i alt:

—iB1t/h 4 9 og 21T 2 zEgt/h)
L

h 1 2 2 2
jlx,t) = —T:LTLZ Re < cos ﬂ—; sin Zx e B2=EOt/h ; — oS %x sin ﬂ; U EQ)t/h)
h < ST 2rx . (Ey— Eq)t 49 2nx . Tx g (B — Eg)t>
= —— | cos —sin sin cos — sin — sin ————
mL? L L h L L h
mh . 3m2ht T . 27x 2rxr . TxT
= WSIDW COS — 7 SIHT —2COSTSIDT .
Her har vi igjen brukt Eulers formel, exp(icr) = cosa + isin «, at sina = — sin(—«), samt satt inn for E;
og Es.
Innsetting av z = L/2 gir
. orh . 3m2ht
IR0 = o e
da cos(m/2) =sinm = 0 og cosm = —sin(n/2) = —1.

e) Regn ut 0p/0t og —0j/0x hver for seg. Hvis disse to sterrelsene er like, er det sannsynlig at du har regnet
riktig i ¢) og d)!

Kun det siste leddet i p(z,t) er avhengig av t. Derivasjon av cosinus gir minus sinus, og kjerneregelen
medfgrer at vi far en faktor 372h/2mL?. Dermed:

ap 3m2h | mx | 27z | 3n’ht
= sin — sin —— sin

ot mlL3 L L omL2

Derivasjon av j(x,t) mhp = gir i alt 4 ledd, siden det er 2 produkter av 2 funksjoner som skal deriveres.
Derivasjon av sinusene, med bruk av kjerneregelen, resulterer i to ledd som kansellerer hverandre. Deriva-
sjon av cosinusene gir ”prefaktor” —m/L i det forste leddet og +4m/L i det andre, og begge inneholder
sin(mx /L) sin(2wz/L). Dermed:

(9] 3m2h sin 3m2ht . wx | 27
Tor  mb3 o2t M T

som er presis det samme vi fant for dp/0t!



Oppgave 2: Kvantemekaniske kommutatorer

Beregn fglgende kvantemekaniske kommutatorer:

Som i notatene side 52 og 56 lar vi kommutatorene virke (operere) pa en (vilkarlig) bglgefunksjon v, som
da generelt ma antas & avhenge av de koordinatene som pavirkes av de ulike matematiske operasjonene i
den aktuelle kommutatoren:

0
Lalv = 22y L2 (W)

T 1 0x 1 0x
_nov now, h
iz dr iz Ox w:2

Dvs: E,ﬁ} = h/iz?.
b) Siden L, inneholder partiell derivasjon mhp y og z, men ikke mhp x, har vi umiddelbart at {x, Lx} =0.

¢)

~ h 0 h 0 h 0 h 0
0. L) ¥ = aZag-v—alsy— Sao(ay) + 27 o (av).

Som i a) vil de fleste bidragene kansellere, med unntak av ett:

L = ihap.
T

i
Dvs: [w,Ly} = 1hz.

d) Her inneholder bade L, og L en differanse mellom to ledd som hver inneholder en partiellderivert. Vi
ser at y0/0z fra L, og —xd/0z fra L kommuterer med hverandre, og det er ogsa tilfelle med —z0/ Oy fra
L, og 20/0x fra L Imidlertid vil ya/az fra L, ikke kommutere med 20/0x fra Ly, og —z0/0y fra L, vil
ikke kommutere med —x0/0z fra L Med konstanten (%/i)? pa plass, en fra hver dreieimpulsoperator, far
vi:

] = () sl

- () b
- () (s

= hL.

0
3—y¢

Hva betyr sa alt dette? Fra side 53 i notatene: Dersom operatorene til to fysiske stgrrelser kommuterer med
hverandre, betyr det at begge stgrrelser kan males helt ngyaktig pa samme tidspunkt. Hvis de derimot ikke
kommuterer med hverandre, kan de to stgrrelsene ikke males "skarpt” pa samme tidspunkt. Vi ser f.eks



at z- og y-komponentene av dreieimpulsen L (som er en vektor) ikke kan males skarpt samtidig. Siden
det ikke er noe ”spesielt” med akkurat disse to komponentene, er det klart at det ikke er mulig & male to

vilkarlige komponenter av L skarpt samtidig. Faktisk kan vi uten & regne sla fast at [Ey, Ez} = ihL, og

[22,24 = z'hlALy, fordi z ma forholde seg til (z,y) pa samme mate som z forholder seg til (y,z) og som y

forholder seg til (z,z) — i nevnte rekkefplge. (Sakalt syklisk variabelbytte — hvis z-aksen bytter navn til z, ma
samtidig z-aksen bytte navn til y og y-aksen bytte navn til z, dersom vi fortsatt skal ha et hgyrehandssystem!)

Oppgave 3: Usikkerhet

a) Beregn Az - Ap for grunntilstanden i den uendelig dype brgnnen i oppgave 1. Kontroller at svaret er
minst like stort som /2.

Den romlige delen av bglgefunksjonen til grunntilstanden i en uendelig dyp potensialbrgnn er

Pr(x) = \/% sin %

I eksemplet side 44 i notatene har vi allerede konkludert med at (z) = L/2 og at (p) = 0 for denne tilstanden.
(Dette gjelder for alle stasjonaere tilstander i et potensial som er symmetrisk omkring L/2.) Vi behgver derfor
bare & beregne (x2) og (p?):

(x*) = / 22|y (z)]Pdx = L/ z? sin? de
= 2 ( ) o? sin? ada

L
:%<) 277—3)

2 _
= L
67?2

0.283 2.

12

Her har vi substituert & = mx/L og brukt Rottmann eller wolframalpha.com til a fastlegge verdien av det
bestemte integralet. Vi trenger den andre deriverte av 1 for 4 beregne (p?):

0%y 2 (71)2 . T
or2 L

Dermed har vi

L I 2 821/1
2 * 1
= - d
2 (Th\? (L 7z
= I (T) /0 sin® —dx
2 /7h\2? L L
= z (T) . ; /0 sin“ o do
2 (ﬂh)2 L x
L\ L T 2
w2h?
Usikkerheten i partikkelens posisjon x blir
Ax = /(2?) — (x)?



B 2772—3L ——L2
672

— 6
127?2

~ (.18,

mens usikkerheten i partikkelens impuls p blir

Ap = /(p?*) — (p)?
h

T.

[x2 —6
Az-Ap =\ =5 - wh = 0.57h,

som er noe mer enn det teoretisk minimale usikkerhetsproduktet 7/2.

Produktet av disse to er

b) Beregn Ax - Ap for bglgefunksjonen
U(z) = Ce "

dvs for en gaussisk bglgefunksjon ved ¢t = 0, med (z) =0 og (p) = 0.

Vi starter med a normere ¥: -
1=0C? / e~202%
— 0

Her substituerer vi y = v/2ax slik at vi far bare —y? oppe i eksponenten. Videre blir dr = dy/+/2a, mens
integrasjonsgrensene forblir uendret:

1 / o0 —y2 d
—_— e .
vV 2a —00 Y
Igjen bruker vi Rottmann eller wolframalpha.com til & bestemme det bestemte integralet, som viser seg a
veaere /7. Konstanten i bglgefunksjonen blir dermed C = (2/7)/4, slik at

1=C?.

m@):wmw:(%gv4fW?

™

Vi har oppgitt at (x) = 0 og (p) = 0. Som i a) ma vi regne ut middelverdien av 2% og p?, og der det er
ngdvendig finner vi verdien av bestemte integraler i Rottmann eller pa wolframalpha.com:

@) = \/%/ L2e-205° g
= \/;(2—)3/2 / yeydy

og

i o 0z2

2a0 (h\? [o° 0?
<p2> _ _a (_) / e—owCQ_e—aa:Q dx.



Den andre deriverte av eksponentialfunksjonen er

0 (—204.%'670@2) = (—2a + 4042362) 670{12,

oz
som innsatt gir
2 oo oo
(p?) = 25224 (/ e200” g 2@/ g2em 200 dw)

T —00 —00
2a s

= /=h%2a (] =— — 20(20) /2 2)
- « ( o a(20)™2n/
2a 1 ™

= —h? 20—
us @ 2 2«

= h’a

Usikkerhetsproduktet blir

B
Ax-Ap = \[(2?) - (0?) = \/(1/40) - WPa = 2.

Med andre ord, en slik gaussisk bglgefunksjon representerer en tilstand med sa lite usikkerhetsprodukt som
teoretisk mulig.

Kommentar: Parameteren «, eller kanskje like gjerne 1/y/a angir et mal for bredden pa ¥(z). Stor verdi pa
o betyr at W(z) er en skarp funksjon omkring 2 = 0, med stor maksimumsverdi, gitt ved (2c/7)/%, og liten
bredde, gitt ved 1/2\/a.



