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OPPGAVE 1

Feltlinjer for E:

L

Noe i denne stilen! Symmetrien i problemet tilsier i hvert fal a E peker utover langs positiv
0g negativ xakse, og innover langs positiv og negativ y-akse pa " utsiden” (x| > a, evt Jy| > a).
Pa"innsiden” (x| < a, evt |y| <a) ma det bli motsatt. Dessuten kan en vel overbevise seg om at
palinjene x = = y ma E sta vinkelrett pa disse linjene. Totalladningen til systemet er lik null,
sd ale feltlinjene som starter pa de positive punktladningene ma ende opp pa de negative.

Superposigonsprinsippet gir at potensiaet V' blir summen av potensialene fra hver
punktladning. Dermed, pa x-aksen:
_ q q 2q
V(X) = + -
4pe,(x- a) 4pe,(x+a) gpex?+a?

1O

__ 9 & x 1
e, 5@ Jiva

der vi har brukt at i avstand x (fraorigo) er avstanden til de to positive punktladningene hhv
Xx—a0g X + a, mens avstanden til de to negative punktladningene er (¢ + &)%2.

Det elektriske feltet E(x) bestemmes fra den oppgitte sammenhengen E = - NV. Ettersom V
kun avhenger av x, blir det bare x-komponenten av gradientoperatoren som gir bidrag:

[N

q 20X 9

312 =

G0 Sdpe,(x- a)f  dpe,(x+af  dpe,(+a)

Om en vil, kan en trekke dette sammen pa en felles nevner:
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= _. 9 2 1 1 2x ¢
dpe, 8()(_ a)z (x+a)2 (Xz +a2)3/28

q (x+aP(x?+a?f'? +(x- af(x? +a?)"” - 2x(x +a)?(x- af’

4pe, (x- a)?(x+a)?(x2 +a2)"?
_ 2q (Xz +a2)5/2 x(x2 ) az)
e, (x2- a2 f(x2 +a?)"?
2 5/2 2 2

Fra dette uttrykket er det lett & se hva E blir til ledende orden nar x >> a. Til "nullte orden”
blir telleren 1 — 1 = 0, sa vi ma rekkeutvikle og ta med ett ledd til:

5 512
a o 5a’
+— » 1+ P
X g 2 X
2 2
a 0 a
-z »1l-2—
X 17 X

Nevneren blir til ledende orden lik 1, dlik at E blir tilneamet lik

a’ @ a 00

2q§——- ,
o _%@®

4pe,x’ 4pe,x
Sammenligner vi med det oppgitte uttrykket, ser vi at k = 9ga’ og n = 4.
Vi kunne selvsagt ha tatt utgangspunkt i det farste uttrykket vi fant for E og rekkeutviklet de
tre brgkene som inngdr. Vi tar den felles faktoren g/4pey utenfor og benytter oss av den
oppgitte rekkeutviklingen A+uP=1- p u+%p(E+1)f.. :

1 > = »—§+2 +3—
(x- a) T ao X* g

e
1 1 1 a_ ,a’d
( 2 ~ 2 »_2§ - 2-+350
x+a) L@ as X X Xg
e Xg
x> .2 1 23 320
(x2+a2)3/2 Xzai a2 63/2 Xz? sza
g”f—z:
X g

(Her var dtsd u = - alx i det farste uttrykket, a/x i det andre og &/x° i det tredje, mens p var
hhv 2, 2 og 3/2 i de tre uttrykkene.) Nar vi legger sammen de tre uttrykkene, ser vi at ledd til
b&de laveste orden (proporsionae med 1/xX®) og nest laveste orden (proporsonale med
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(alx)/¥%) kansellerer. Det var atsd nadvendig & inkludere ledd av orden (&2/>%)/%¢ for & f& noe
forskjellig fra null. Vi f& 3a%/x* fra hvert uttrykk, slik at E » 90al/4pegx*, som funnet ovenfor.
Endelig, og kanskje aller enklest, kunne vi startet fra V(x) og funnet at V(x) = 30a/(4pepx’)
til ledende orden né&r x >> a. Igjen ser vi a E = - dV/dx = 9qa/4pepX’*.

OPPGAVE 2

Her er det ikke ngdvendig med noe regning. Men vi trenger & innse falgende:
- Fradet oppgitte uttrykket for magnetfeltet pa symmetriaksen til e sirkulegr

stremslgyfe falger det at magnetfeltet i sentrum av e sirkulagr stremslgyfe med radius
L er B=ml/2L, for daerd=0.
Enhver sirkelbue som spenner over en vinkel g (°) madagi et bidrag B(q) =
(myl/2L)(g/360) til magnetfeltet i sentrum av sirkelen.
De radielt rettede bitene av stramdgyfa gir null bidrag til magnetfeltet i sentrum. Det
ser en av det oppyitte uttrykket for dB, for daer Idi ||f og dermed Idl ~ F =0.

Alle sirkelbuene farer strammen | i samme sirkulage retning. Hgyrehandsregelen
(eventuelt inspeksion av Idi * f med f rettet radielt inn mot sentrum for alle

stremelementer Idi) gir daat B i sentrum m& haretning inni papirplanet.
Sirkelbuene ved radius a spenner tilsammen over 15+20+75+40=150°, ved radius b over
55+50+65+40=210°, sa magnetfeltet i sentrum blir
_ myl 150 + myl 210 _ myl aé_5+zg
P~ 22360 2b 360 24 &a by

OPPGAVE 3
Vi bruker Kirchhoffs stramregel og spenningsregel og finner (f.eks.):

i I +1,+1,=0
i  E,=-RJ,+R]I,

il E,=-Rl,+R,I,

Her har vi brukt at den totale strammen inn mot (eller ut av) ethvert knutepunkt i kretsen skal
summere seg til null (i), og dessuten at total elektromotorisk spenning i e lukket slagyfe skal
vage lik summen av spenningsfallenei slayfa. Her har vi sett pa den “ytre” dayfa (i) med E,
Rs; og Ri, og deyfa til heyre (iii) med Ez, Ry og Ry. (Positivt spenningsfall i strammens
positive retning.) Da har vi 3 linesat uavhengige ligninger for bestemmelse av 11, 1> 0g |s.

Fra (i) kan f.eks. I, uttrykkes ved |1 og I3, og fra (ii) kan I3 uttrykkes ved ;. Kombinerer vi
dette, har vi bade I, og I3 uttrykt ved Iy, som innsatt i (iii) gir

| (R2+R3)(E1' E2)+RzEz (2+3)(1- 2)"‘ 2% _-5+4 i»-OOQA
' RR +R(R,+R,) 28+1{2+3)  6+5 11

og med alle R i enheten Wog alle E i enheten V blir enheten for 1; automatisk A (ampere).
Det negative fortegnet sier bare at det gér en positiv strem pa 1/11 A i motsatt retning av valgt
retning for 11 i figuren.

For I, uttrykt ved 11 finner vi
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5. 3>€§ 10 22+3
| B2~ Rly _ € lg__ 11 _5  g45n
2 R +R, 2+3 5 1

For I, hadde vi alts valgt “riktig” positiv stramretning i figuren.
Endelig har vi |3 uttrykt ved I:

2x2 . 2
| _Rl,-E, 11 ~_10- 22:-£»-O.36A
8 R, 3 3 11 0000

og Vi ser at h+lo+l13=0, som vi skulle ha. For k hadde vi atsd ogsa valgt feil positiv
stremretning i figuren.

OPPGAVE 4

a) Co=Q/NV =(sA)/(Ed) = (sA)/(sdleg) =epAld  (ged)

Vi benyttet her det oppgitte uttrykket for elektrisk felt fra uendelig stor flate. Siden dette er
uavhengig av avstanden fra flaten, vil bidragene til det totale elektriske feltet mellom platene
adderes til s/ep, mens utenfor platene kansellerer de to bidragene (pga motsatt retning pa
bidragene fra positivt og negativt ladet plate).

b) Nar luft mellom platene erstattes av et dielektrikum med permittivitet e = e, &, ma eg i
uttrykket for kapasitansen erstattes med e, ep. Her har vi en seriekobling av tre kapasitanser,
hver med plateavstand d/3 og areal A, og den ene med dielektrikum med permittivitet e, ep.
For seriekobling av kapasitanser er total kapasitans gitt ved

-1

& 10
C=gq —=
acs
der C; er enkeltkapasitansene. For C; har vi dermed:
-1 o1 -1
Clz?dIBJr d/3% :eoéaez ig =COEJGZer+1g -c, 3e,
A e Ay dg3 3e g g:-}er & 2, +1

| det elektriske feltet fra de to lederplatene vil elektriske dipoler (enten permanente eller
induserte) pa atomaat eller molekylaert nivai det dielektriske mediet fa en tendens til a rette
seg inn parallelt med det pétrykte feltet. Nettoeffekten av denne polariseringen er at det
induseres en bundet overflateladning pa begge sider av dielektrikumet, dlik at det totale feltet
E; inne i dielektrikumet blir svekket i forhold til feltet & i de to Iuftfylte giktene. Altsa: & >
E.

For & bestemme sammenhengen mellom s, 0g st kan vi f.eks. starte med at den elektriske
forskyvningen er konstant overalt og lik D = s¢. Videre mavi haV =d EJ/3 + 2 d &/3, og
dessuten D = eE.
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Kombinerer vi dette, finner vi:
E, = Dleg E; =Dlegy

V :E +ig
*.& e
5}
_ve, e _
d 2, +1 !
v 1
> d 2e, +1
Videre har vi for polariseringen P, i dielektrikumet:
P,=s,=D;- &k = (er - 1)eoE2 = 3\;60 ;ér—_'_];l_
Forholdet mellom spo0g st blir alts&:
S, _€-1
s _e
Kommentar:

Vi ser at svaret er rimelig i de to grensene
e ® 1 (luft): s, ® 0, ingen indusert overflateladning, OK!
e® ¥ (metdl): s, ® sy, fullstendig skjerming av E-feltet inne i mediet, OK!

c) Parallellkobling av kapasitanser: C = § C,

A3, 2N3_ . 20

reO d 0 d 0

bC,=

Dermed gker C; linesat med starrelsen pa e, mensCy ® 3/2ndr e, >> 1.
N&r e; >> 1, ma C; bli tilnaamet en seriekobling av to luftfylte kapasitanser med areal A og
plateavstand d/3. Alts&

1

2 0
ooy L - .3
C%W®2— 7 =-C,
éeo—i 2
d/3p

Mens G blir tilnegmet lik en kapasitans fylt med dielektrikum med permittivitet ey, ared
A/3 og plateavstand d. Alts&:

C, %:541® e e, % - %CO
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OPPGAVE 5

a) Ettersom B=Bj" (overalt), velger vi en sirkel med sentrum pa& zaksen som
" Amperekurve”. Dablir Bxdl = Bsdj dlik at Amperes lov gir Bs>2p = m,| =m,NI,, der vi
har brukt at total stram omsluttet av Amperekurvener | = NI,. Dermed, inne i toroiden:

=N g =N oNa07 Him)
__ 2

2pc

-

Hvis Amperekurven ligger utenfor toroiden, blir I = 0, og dermed B = 0.

b) For & finne gjensidig induktans M, ma vi bestemme magnetisk fluks f gjennom den
rektangulaare lederen for en gitt strem lo i spoletréden. Med B =k loly far vi:

g _»_a+c‘+dk|0 B a+C+d_
f—OB>dA— apc—hdy—klohln . =Ml,
b
M:khlna+C+d:m’Nhlna+C+d

a+c 20 a+c

(I yzplanet har vi s = y. Videre har B og dA samme retning (inn i papirplanet, dvs langs
- X), og for dA valgte vi rektangulaare " striper” med hgyde h og bredde dy)
Med tidsavhengig stream I(t) i spoletraden:

khal, In o<t<t
a

|
df atc+dd T
_ n < -
i
|

a+c dt

~

0 tsi
a

Retning pa E: Mot urviseren i figuren i oppgaveteksten. (En positiv di/dt med urviseren vil
oke den magnetiske fluksen inni planet. Indusert emsE vil dagi en stram i den rektangulaare
lederen med tilherende magnetfelt ut av planet, dik at den patrykte gkningen inn i planet
motvirkesav E. Lenz' lov!)

OPPGAVE 6
a) (i) Motstand: VR =Rl P Zr=VR/I =R P [Zrl=1W,ag=0
(i) Kapasitans: Ve = Q/C. Med Q = Qo exp(iwt) og | = 1o exp(iwt) = dQ/dt, har vi | = wQ, og

dermed V¢ = I/iwC. Dermed: Z¢ = Vc/l = UiwC = (UwC) exp(-ip/2)
b |Zd=1wC=1/(10°10% = 10W, ac=-p/2

(iii) Induktans: V. =L di/dt =L wl (med | =1lp exp(iwt) ). Dermed: Z_ = V| /I =iwL =
wL exp(ip/2) b |Z|=wL =10%10*=0.1W, a, =p/2

b) Vi benytter de oppgitte oppskriftene for serie- og paralellkobling av komplekse
impedanser. Dermed blir total impedans for kretsen:
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Z, = R+gi+IWC— = R+L:| Z, lexp(ia,)

SiwlL a 1- w2LC
med
5,2
. EEow O
zaeWL 09_9 R/L =+
12, F§R +E———2 7 =R+ o]
elWLng we T

‘s
- ol O

P
& .
am g ,
a ., =arctan — =
° ReZ, & éR(l w LC é w?

1/(LC) g

Sammenligning med de oppgitte uttrykkene gir da
-t w=R
JLC L

Stremamplituden I blir:
—_ VO —_ VO
17,

VO
1/2 LA/2

Rgi+ae W /W, 9
g §1 w?Iw?

ge“ae w/w,
g 1- w?/w?

der vi satte inn wy = Wp.

Her ser vi direkte at 1o(0) = Vo/R 0og lo(Wo) = 0. La 0ss regne ut noen verdier til:
lo(Wo/2) = (Vo/R)(13/9) Y2 = 0.83 Vo/R

lo(2wo) = (Vo/R)(13/9) Y2 = 0.83 Vo/R

lo(3wo) = (Vo/R)(73/64) Y2 = 0.94 Vo/R

lo(4wo) = (Vo/R)(241/225) V2 = 0.97 Vo/R

9
o

QIIOH
&IIO

Skisse:

Tallverdier, med R, L og C som i punkt a):
Wo = (10410% 22 = 1¢¢ st wy = 1/10%=10*s?




