SIF4012 og MNFFY 103 hgst 2002: Sammendrag uke 47
(Alonso& Finn 27.10, 27.9)

Veksel strgmkretser og impedans

Impedans = " generalisert motstand”: Uttrykker bade
forholdet mellom amplituden til patrykt spenning, Vo, og amplituden til resulterende strem, |lo|, og
faseforskjellen mellom pétrykt spenning og resulterende strem, dvs fasevinkelen a dersom
spenningen Vo cos(wt) resulteterer i strammen |lo| cos(wt - a).

Skreddersydd for kompleks notasjon:

Uttrykkes impedansen som en kompleks starrelse, Z = |Z| exp(ia), er amplitudeforholdet Vo/|lo|

bestemt ved |Z|, mens faseforskjellen mellom V(t) og I(t) er gitt ved impedansens fasevinkel a.

V = Voexp(iwt) (Fysisk pétrykt spenning = Re V =V, cos(wt) )
| = loexp(iwt)

= |lo] exp(-ia) exp(iwt) (Fysisk stramstyrke = Rel = |lg] cos(wt - a) )
VR-krets:

|o:V0/R dvs: ||o|:Vo/R,aR:0
Impedans. Z=V/I =R dvs. [Z|=R,ar=0

VL-krets:
lo = Vo/(iwL) = (Vo/wL)exp(-ip/2)  dvs: |lo] = VolwL, a =p/2
Impedans. Z =V/I = iwL dvs. [Z|=wL,a . =p/2

VC-krets:
lo = IWCVo = WCVq exp(ip/2) dvs. |lo] =wCVo ac=-p/2
Impedans: Z=V/l = 1/iwC dvs: |Z|=1wC, ac=-p/2

RCL-krets: Drevne elektriske svingninger
Ser pa krets med vekselspenningskilde Vo cos(wt) pétrykt en seriekobling av en induktans L, en
motstand R og enkapasitans C. Kirchhoffs spenningsregel gir dermed

V —Ldl/dt=RI + Q/C
dvs. total elektromotorisk spenning i kretsen (venstre side) er lik summen av spenningsfall over
motstanden og kondensatoren (hgyre side). Med | = dQ/dt fas

Ld2Q/dt? + RdQ/dt + Q/C = Vg cos(wt)
Mekanisk analogi: Masse m opphengt i fjsa med fjagkonstant k, samt dempningsmekanisme
("frikgon”) med frikgonskoeffisient |, patrykt en harmonisk varierende kraft F(t) = Fo cos(wt).
Newtons 2. lov, F = ma=m d’x/dt, gir da bevegelsesligningen (se Alonso og Finn, kapittel 10)

m d?x/df® + 1 dx/dt + kx = Fo cos(wt)
som viser a den elektriske kretsen er analog den mekaniske, dersom m tilsvarer L ("treghet”), |
tilsvarer R ("motstand”), k tilsvarer 1/C, x tilsvarer Q, og Fyo tilsvarer Vo.
Den stasjonage lgsningen (dvs: vi ser bort fra et eventuelt ”innsvingningsforlgp™) bestemmes enklest
ved & benytte kompleks notasjon:

V = Vj exp(iwt), Q = Qo exp(iwt), I = 1o exp(iwt)
Dermed:

| =dQ/dt = wQ, dvsQ = I/iw

di/dt = iwl
sainnsatt i differensialligningen:

iwL | +R 1+ (I/iwC) | =V

V=(wL+R+1iwC)I

:(ZL +ZR+Z(;)|
=ZI



Altsd Kretsens totale impedans Z er lik summen av impedansene til hvert enkelt seriekoblet
kretselement.
Generelt gjelder,

for seriekobling av (komplekse) impedanser: Z = é Z,
for parallellkobling av (komplekse) impedanser: Z- io a z*

dvs: Ngyaktig som for serie- og parallellkobling av resistanser i en likestremkrets!

For RCL-kretsen:
Z=R+i(wL-1/wC)
Skriver generelt: Z =R +iX
der
R =ReZ = resistansen
X =1m Z = reaktansen
Med Z = |Z| exg(la) har Vi dermed
2] = (R® + X*)*
tana = X/R, dvsa arctan(X/R)
Strammen (kompleks notagion) i kretsen blir:
| = VIZ = (Vol(R + iX)) exp(iwt) = Vol (R? + X?)Y2 exp(iwt - ia)
som betyr at den fysiske, reelle strammen blir
Rel = Vo/(R? + X3)Y2 cos(wt - a)
dvs, med
amplitude |lo] = Vo/(R? + X2)¥2 og
fasevinkel a = arctan(X/R)

Effekttap i vekselstramkretser
Ettersom V og | varierer med tiden, vil ogsa den tilferte energien pr tidsenhet, dvs effekten, P(t) =
V()I(t) variere med tiden:
V(t) = Vo cos(wt), | = lp cos(wt - a)
P(t) = Vo lo cos(wt) cos(wt - a)
Midlere effekt over en periode T = 1/f = 2p/w blir dermed:

2p /w

<P>—— (t)dt—% Ololocoswtcos(wt a )t

Produktet av de to cosinusfunksionene: coswt coswt - a ) =1/2(cos(2wt - a)+cosa) (se f.eks.
Rottmann). Siden integralet av en cosinusfunksjon over et helt antall perioder altid blir lik null, fas
null bidrag fra cos(2wt- a). Dermed stér vi igjen med:

(P)= %VOI , Cosa

Her er cosa = R/|Z| = Rlo/Vo, dik at far

<P> =Rl

Med effektivwverdier for strem og spenning,
1

lefs = ﬁlo

1
Vet = — Vo,
2
kan vi ogsa skrive
<P> = Y% Rl g



Resonans
Stregmamplituden lo, og dermed effekttapet <P>, far sin maksimale verdi rér reaktansen X = 0. Da blir
|Z] = R, og det inntreffer ved vinkelfrekvensen wy som bestemmes av

X(Wo) =wolL — 1/WOC =0
dvs

Wo = 1/(LC)Y2
som kalles kretsens resonansfrekvens. Ved resonans blir fasevinkelen a = arctan(X/R) = arctan 0 = 0,
dvs stremmen svinger i fase med den patrykte spenningen. Summen av indusert motspenning i
induktansen, \V{, og spenningsfallet over kapasitansen, Vg, blir lik null, slik at vi stér igien med V =
RI, dvs hele den patrykte (veksel-)spenningen V finner vi igjen som spenningsfallet over motstanden
R. Ved resonans blir atsa stremmen den samme som om induktansen og kapasitansen ikke var til
stede!

Fri svingninger, energibevarelse (RCL-krets uten spenningskilde)

(ikke forelest, men egentlig bare " generdll” fysikk, kjent fra mekanikken!)

Merk at det er kun i kretsensresistive elementer (dvs: i motstanden(e)) at vi far et effekttap. Vi fant jo
at for VL- og VC-kretsen ble faseforskyvningen mellom pétrykt spenning og resulterende stram hhv
p/20og - p/2, dik at midlere effekt <P> = 0.

En godt bilde av dette far en ved & se pa en LC-krets, dvs kun en induktans L og kapasitans C i serie
(ingen spenningskilde), f.eks. med startbetingel sen Q(t=0) = Qo og 1(0) = 0. Kirchhoffs spenningsregel
gir da—Ldl/dt = Q/C, som med | = dQ/dt kan omskrives til FQ/dt> + wp? Q = 0 (med wg? = 1/LC).
Legsningen av denne ligningen er Q(t) = Q cos wot, og dermed I(t) = —wpQo Sin Wot. La oss se pa
energiforholdene i denne kretsen: Vi vet fra fer at energien i kapasitansen er Ue = %2 CV2 = 1 QP/C
né& dens ledere har ladning +Q. Videre vet vi at energien til induktansen er U. = % LI? ndr det gé& en
stram | gjennom den. Vi har dermed for LC-kretsen:

Uc = ¥ Qo?/C cos’wit og U =¥ Lwo?Qo? sirfwet = ¥2 Qo?/C sirfwit (der vi brukte wo? = 1/LC), slik
at den totale energien ma bli: Urot = Uc + UL = ¥ QJ?/C [coszwot + sifwot] = %2 Qp%/C, atsd konstant.
Den totale energien bestar av " potensiell” energi Uc og "kinetisk” energi U, , ngyaktig pa samme méte
som vi for en svingende masse m opphengt i en fjaa med fjaakonstant k har en total energi bestadende
av potensiell energi %2 k¢ i fjaga og kinetisk energi ¥ m(dx/dt)> for massen. Har vi "idedlle’,
dempningsfrie systemer, vil systemene ikke "tape” noe av denne energien. Har vi i tillegg en motstand
R, evt. frikgonskoeffisient | (noe vi jo altid har for et reelt system!), vil etterhvert energien ga tapt
som varme. Fra det mekaniske tilfellet kjenner dere dette som dempede svingninger. Pa samme mate
far vi dempede svingninger i den elektriske kretsen, med eksponentielt avtagende amplituder for

stremmen | og ladningen Q. Vinkelfrekvensen for en dlik dempet svingning blir w :\/wé - g%, og

for det mekaniske systemet beskrives massens utsving matematisk pa formen x(t) = xo exp(-gt)
cos(wt+a), der dempningskonstanten er g= | /2m. (Se f.eks. Alonso og Finn, 10.13) | den elektriske
kretsen beskrives | og Q pa samme matematiske form, med dempningskonstant g = R/2L. (Husk

andogien: | U R, m U L) Energibevarelse for fri, dempede svingninger i en sik RCL-krets uten
patrykt spenni ngskl |de uttrykkes dermed dlik:

Ugt = Uc + UL + dD(t)dt =15 Q*C + % LI% + oo(t)dt der P(t) = VR(D)I(t) = RI(t) I(t) = RI(1)>.

Pa grunn av dempnlngen, uttrykt ved faktoren exp(-gt), ma bade Q og | g& mot null ndr t® ¥. Det
betyr igjen at hele den opprinnelige energien, U(0) = %2 Qu%/C, m vaare tapt som varme i motstanden:
¥

Pt = Y2 Qo%/C.
0



